PHYSICS

\\ 25. Fyzikalny Naboj ///,,

Trojsten 04. 11. 2022 ? NABOJ

FKS, KDMFI FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava

Mili ¢&itatelia,

v rukach drzite zbierku uloh 25. ro¢nika Fyzikalneho Naboja. V zbierke sa nachadzaju vsetky ulohy, s ktory-
mi ste sa v roku 2022 mohli na sdtazi stretnut. K tloham prikladame aj vzorové riesenia, z ktorych sa mozete
mnohé naucit. Ak by ste niektorému rieSeniu nerozumeli, nevahajte sa nam ozvat, vSetko objasnime.

Tato zbierka by nevznikla bez vyraznej pomoci mnohych Iudji, ktori sa podielali na celom vyvoji Fyzikalneho
Néboja. Vicdsina z nas su Studenti Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského a cast
z nas sa aj aktivne podiela na organizovani Fyzikalneho koreSponden¢ného semindra (FKS).

Fyzikdlny Naboj pokracuje vo svojej medzinarodnej tradicii. V roku 2022 sa do Néaboja zapojili okrem Bra-
tislavy takisto mestd KoSice, Praha, Ostrava, Budapest, Gdansk a Madrid. Vysledky vzdjomného stuboja
si mdzete pozriet na nasich strankach. Za medzindrodnu spolupracu dakujeme lokdlnym organizatorom:
Patrik Rusnék (Bratislava), Marian Kires (Kosice), Simon Pajger (Praha), Lenka Plachtové (Ostrava), Agnes
Kis-T6th (Budapest), Kamil Zmudzinski (Gdansk) a José Francisco Romero Garcia (Madrid).

FKS je korespondencny typ fyzikdlnej sutaze. Zhruba raz za mesiac zverejiiujeme rozne zaujimavé fyzikdlne
ulohy, ktorych riesenia nam posielate do urcenych terminov. My vdam za to davame adekvdtne body a tych
najlepsich pozyvame koncom kazdého polroka na tyzdniové zazitkové siistredenie. Viac informdcii ndjdete na
stranke https://fks.sk/.

V mene celého organizatorského timu verime, Ze ste si v roku 2022 Fyzikalny Néboj uzili a dufame, Ze sa vetci
uvidime na Naboji aj o rok! Ci uz v roli sutaziacich, alebo organizatorov.

Jaroslav Valovéan

hlavny organizdtor

Zbierku zostavili:

Martin ,Kvik‘ Balaz Justina ,Plys* Novakova
Jozef Csipes Patrik ,PA3K‘ Rusnak
Paulina ,Jonka® Dujavova Adam Skrlec

Lucia ,Zel¢’ Gelenekyové Lucia Téthova

Jakub Hlusko Jaroslav Valovc¢an
Dusan Kavicky Tomas ,M6z0g" Voros

Jakub ,Andrej‘ Kliment

Vysledky sutaze, archiv uloh a dalsie informacie néjdete na stranke https://physics.naboj.org/.
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Zadania

Babicka Justina nasla v prilohe ¢asopisu Geochimica et Cosmochimica Acta malovanu krizovku. Po
jej ispesnom vyrieSeni sa podujala zistit, kde ma vysledny obrazok tazisko. Aka je jeho vzdialenost od stre-
du obrazka, ak vsetky vyfarbené $tvorceky maju rovnaku hmotnost a nevyfarbené §tvorceky su nehmotné?
Dlzka strany $tvorceka je 1.
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Marek sa pripojil k zivému prenosu streamera tridsat minut po zaciatku. Zacal preto pozerat video od
zaciatku na 1,75-ndsobnej rychlosti. V akom ¢ase dobehne Marek Zivy prenos streamera?

Vysledok odovzdajte v tvare HH:MM: SS.

Cesky turista isiel z Jaloveckej doliny na Banikov. Celkové prevysenie tejto trasy bolo 1302 metrov,
celkovo v8ak nastupal az 1447 metrov. Kolko metrov bude musiet spolu nastupat, ked sa bude po rovnakej
trase vracat z Banikova do Jaloveckej doliny?

[ 4 ] Na pocest neddvneho sviatku sme si z troch jednofarebnych kusov rovnakého plechu poskladali &es-
koslovensku vlajku so $irkou 54 cm a vyskou 36 cm. Modry trojuholnik siahal, prirodzene, do polovice $irky
vlajky. Vonku na vlajku zasvietilo slnko a kazda jej ¢ast sa nahriala na inu teplotu: biela na 30 °C, ¢ervend na
70 °C a modra az na 90 °C.

Ak4 bude teplota vlajky, ak ju odizolujeme od okolia a pockdme, kym sa teploty vyrovnaju?

https://physics.naboj.org/ 2 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

-

€k 25. Fyzikdlny Néboj, 2022 Zadania

Osemclenny tim FKSakov hlada na poli ¢erstvo padnuvsi meteorit. Pochoduju vedla seba v rojnici, pri-
¢om kazdy pokryva pas Siroky 2,5 m rychlostou 1 m/s. Vzdy, ked ddjdu na koniec pola, okamzite sa presuna
na susedny neprehladany pas a vybert sa smerom naspat.

Dopadové pole mé dlzku 500 m a $irku 300 m. V rovnakom ¢ase, ako sa za¢ina hladanie, za¢ina na druhom
konci pola orat traktor. Jeho pluh je $iroky 10 m, pohybuje sa rychlostou 18 km/h a takisto sa po dosiahnuti
konca pola okamzite otaca. Aka Cast pola ostane neprehladana, ak hladanie musi skon¢it v okamihu, ked
sa ktorykolvek z FKSakov stretne s traktorom?

Odovzdajte presny vysledok.
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| 6 | Komfortopit raz prevazil nad ekolégiou. .. Marcel, Kvik, Pato a Kubo idd kazdy svojim vlastnym autom
na stanicu do Hornej Stubne. Cez obec jazdia maximalnou povolenou rychlostou 50 km/h a zaberaji pritom
usek cesty dlhy 150 metrov. Ak vsetci $oféruju presne rovnako, aky dlhy tsek cesty budu zaberat mimo obce,
teda potom, ako zrychlia na 90 km/h?

DIzky samotnych dut zanedbajte.

Dano zo svojej bastli¢skej skrinky ndhodne vytiahol dva rezistory a zapojil ich do obvodu, najprv sé-
riovo a potom paralelne. Ked do Danovho pelecha vecer zabladila upratovacka, na stole okrem iného nasla
papier a na nom napisané dve hodnoty, 4 (2 a 25 Q.

Aké boli odpory jednotlivych rezistorov?

Pri prehliadke hradu ukazuje kastelan navstevnikom, aka hlboka je hradna studna. Dokonca si jej
hibku navstevnici mézu aj sami vypocitat: kasteldn hodi do studne kamienok alebo mincu a navstevnici
pocuvaji, kedy dopadne na dno. Potom vraj staci vynasobit ¢as dopadu na dno nejakou konstantou k. Sa-
mozrejme, konstantu k kastelan nastavil tak, aby hibka studne na tomto hrade vysla sprévne. Vyjadrite,
ako len zo znalosti kasteldnovej konstanty k a velkosti tiazového zrychlenia g vypocitate hibku studne.

Rychlost zvuku v stredovekej studni povazujte za nekonecnii.

[ 9 | Plys opit raz potrebuje popremyvat polepené kadi¢ky. Do jednej z nich si pripravila roztok aceténu
a uz siila navliect rukavice, ked sa objavil Kvik a odvolal ju na obed. Roztok ponechany bez dozoru okamzite
vyuzil prileZitost a zacal sa odparovat. Kym sa Ply$ vratila, tretina hmotnosti aceténu a desatina hmotnosti
vody stihli bez stopy zmiznut. Mohla uz len skonstatovat, Ze hmotnostny zlomok aceténu v roztoku klesol
o Sestinu.

Aku ¢ast hmotnosti povodne pripraveného roztoku tvoril aceton?
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Viki ma svietnik pozostavajuci z bodu hmotnosti M, z ktorého v jednej rovine vystupuje pat lahkych
rovnomerne rozostavenych ramien dizky L a na kazdom volne visi ozdoba s hmotnostou m. Cely svietnik
visi zo stropu za stredovy hmotny bod na dlhej retazi. Aky uhol bude po ustaleni zvierat rovina ramien
svietnika s horizontalnou rovinou, ak jedna ozdoba odpadne?

Vilo si kiipil obdiznikovy pozemok s rozmermi a a b, pricom a > b. Kolko najviac piesku nah méze
nasypat, aby vSetok ostal na jeho pozemku? Sypny uhol piesku, merany od vodorovnej roviny, je S.

Kubo chcel vyskasat novu aplikaciu pre nadsencov hromadnej dopravy. Aplikacia okrem iného za-
znamenava prejdent drahu a priemernt rychlost telefénu v km/h, merant od okamihu spustenia zaznamu.
Kubo sa vybral na komplikovany no¢ny vylet bratislavskymi autobusmi a na druhy den si vytvoril graf prej-
denej drahy od casu, ktory je zobrazeny niz$ie. Zistite, akd najvac¢siu priemernu rychlost ukazovala aplikacia
pocas Kubovho vyletu.
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Terezka si z Velkej Britanie priniesla $pecidlnu ¢ajovi hojdacku. Ta pozostava z latky, na ktorej je rov-
nomerne rozmiestnenych pét podsalok, a je podopreta priamo pod svojim stredom. K hojdacke sa nésledne
posadi pat hosti v poradi podla abecedy a hostitelka prinesie ¢aj. Pét $alok ¢aju s hmotnostami v pomere
1:2:3:4:5pouklada na podsalky tak, aby hojdacka bola v rovnovahe.

Kolko je roznych moznosti, ako moze Terezka rozdelit salky medzi svojich hosti?

B g ap

B g e

Vilo chce na svojom velkom pozemku okrem iného postavit monument. Zaklady monumentu bude
tvorit velkd beténovéa doska v tvare obdlznika s rozmermi a = 10 m a b = 7 m. Musi sa nachadzat vo vyske
h = 3 m nad su¢asnym povrchom a musi byt podopreta pod celou svojou plochou. Kolko najmenej hliny
bude Vilo potrebovat na vytvorenie nasypu pod zakladovou doskou, ak sypny uhol hliny je § = 45°?

Andrej dostal na narodeniny stavebnicu. Ihned zostrojil $pecidlny pristroj: vzal ozubené koleso s 36
zubami a okolo neho umiestnil $tyri mensie kolieska so 16 zubami. Okolo celej ststavy napol pas. Kolkokrat
musi otoc¢it velkym kolesom, aby sa pés otocil o jednu celt otacku? Osi vSetkych koliesok su pripevnené
o zadnu stenu pristroja.

Astronaut Tomas si na vylet na Mars zobral aj svoj dedi¢ny ortutévy tlakomer. Na Zemi ukazoval
tradi¢nych 760 mm vysky ortutového stlpca. Kolko bude ukazovat na Marse, kde je tlak na povrchu 600 Pa?

Rotdciu 6boch planét zanedbajte.
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Hg

Tete cez deravy stdl prevliekla lanko tak, aby naspodku prec¢nievala ¢ast dlha €. Potom nan zavesila
zavazie s hmotnostou m a udelila mu taku rychlost, Ze teraz obieha po kruznici s uhlovou rychlostou w.

Lanko pritom musi samozrejme drzat v ruke. Akt pracu Tete vykona, ak lanko potiahne o maly kasok A¢
k sebe?

Plechova vlajka nejedného ¢loveka zahreje pri srdiecku. Lenze ked sa zotmie, takuto vlajku nie je prilis
vidno. Preto sme ¢eskoslovensku vlajku so $irkou 54 cm a vyskou 36 cm osvetlili pomocou svietiacich pasikov
s elektrickym odporom 30 Q/m tak, ze kazdu farebnu oblast vlajky sme ohranicili pasikom prislusnej farby
zo véetkych stran a vo vrcholoch jednotlivych oblasti sme pasiky pospajali. Napdjacie napitie 42 V sme
priviedli na tie rohy vlajky, kam siaha modra farba.

Bezpecnostny technik vsak z takejto vlajky nebol prili§ nad$eny. Preto vypol zdroj, rovhomerne ndhodne
zvolil bod na svietiacom pasiku, prerezal ho a na toto miesto doplnil poistku s nominalnym prudom 2 A.
AKk4 je pravdepodobnost, Ze po opdtovnom zapnuti zdroja poistka prehori?

27 cm
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36cm

54cm
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Rusnovodicka Lucka zbadala na kolajniciach pred sebou obrovsku kocku ovocného zelé. Kedze nechce
sposobit zelé-zni¢né nestastie, ihned zatiahla nidzovu brzdu. Brzda je v§ak pneumaticka a vzduch z jej po-
trubia neunikne okamzite: lokomotiva sice za¢ne brzdit hned, prvy vozen vsak az o sekundu neskor a kazdy
daldi vozen este o 1 s neskodr ako predchadzajici. Vlak ma pit voziov, kazdy s hmotnostou 20 t, lokomotiva
ma hmotnost 100 t a koeficient trenia medzi kolajnicami a kolesami je 0,2. Aka dlha bude brzdna draha
Luckinho vlaku, ak jeho pociato¢na rychlost je 72 km/h?

Adam si rad stavia mosty. Tentoraz si vzal tri identické kvadre s hranami a > b > ¢. Chcel by vediet,

.....

a podlozkou je malé a Adam sa nan nemoze spoliehat.

Predné steny kvadrikov musia lezat v jednej rovine.

Mravec lezie po velkej cukrovej homoli v tvare kuzela s polomerom podstavy 1 m a vyskou 2 m. Teraz
sa nachadza pri updti homole priamo na juhovychod od vrchola. Aka je najkratsia vzdialenost, ktora bude
musiet preliezt, ak sa chce dostat na juhozapadnu stranu homole do vysky 1 m?

Jonka doma nasla $tyri rovnaké homogénne pali¢ky s hmotnostou 2 kg a dlzkou 2 m. Vsetky ich jednym
koncom zavesila zo stropu tak, ze viseli z jedného bodu. Na spodny koniec kazdej palicky pripla nehmotny
bodovy naboj 10~* C, takze sa zacali odpudzovat. Aky uhol zvieraju palicky so zvislicou, ked je sustava
v rovnovaznej polohe?

Tato uiloha nemd analytické riesenie. Nebojte sa pouzit kalkulacku. Vysledok odovzdajte s presnostou na 1°.
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Kamion sa vlecie po ceste rychlostou 50 km/h. Oproti nemu leti mucha presne rovnakou rychlostou.
Kolizia dopadne podla o¢akavania a mucha sa rozplasti o celné sklo. O kolko sa zvysi teplota toho, ¢o bolo
kedysi muchou, ak jej merna tepelna kapacita bola 3 kJ/(kg-K)?

Predpokladajte, ze celné sklo je dokonale tuhé a pri ndraze sa nijako nezahreje.

Krtko si po uspesnom zlozeni zavere¢nych skusok nasiel pracu v lunaparku. Jeho najobluibenejsou at-
rakciou je husenkova draha so zvislym polkruhovym oblukom. Krtko sa posadil do vozika v najvys§om bode
oblika a jemne sa odstr¢il od zabradlia. Kym dorazil k boku slucky, zrychlil na rychlost v. Aké pretazenie
bude Krtko sediaci vo voziku citit v najniz§om bode oblika?

Odpor vzduchu, trenie o kolajnice a obdobné potvorské sily neuvaZujte.

V Jozkovej izbe zo stropu visi vedla seba niekolko rovnakych pruzin s nezndmou pokojovou dizkou.
Ked sa Jozko zavesi na jednu pruzinu, visi vo vyske 50 cm nad zemou. Ak sa zavesi na dve pruziny, ktoré su
tesne vedla seba, visi 140 cm nad zemou. Ako vysoko nad zemou bude visiet, ked sa zavesi na tri pruziny?
Strop v Jozkovej izbe je vo vyske 250 cm.

Patrik nasiel zvlastnu elektricky nabitt gulku. Aby sa o nej dozvedel viac, poslal ju na analyzu do
modernej elektromagnetickej analytickej komory. T4 je oslobodend od gravitacie a pozostava z dvoch casti:
vlavej pdsobi homogénne elektrické pole E = 0,8 V/m a v pravej zas homogénne magnetické pole s indukciou
B = 0,4 T. Neznamu gulku hodili do komory a zaznamenali jej trajektoriu, ktord je nakreslena na obrazku.
Aka bola pociato¢na rychlost gulky?
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Na brehu Nilu so sklonom « sa vo vyske h slnia dva homogénne sférické hrochy - hladny a najedeny.
Oba hrochy maju gulaté zaludky umiestnené presne v strede tela a Zivia sa prevazne travou, nilskou vodou
a zabludivs$imi turistami, ktorych hustota je rovnaka ako hustota samotného hrocha. Navyse vieme, ze hladny
hroch vazi o osminu menej ako jeho najedeny partdk. Az hrochy omrzi slnenie, odvalia sa do vody.

Ktory z nich sa dovali do vody vac¢$ou rychlostou? A kolkokrat bude vacsia?

Obsah hrosieho Zaliidka nastastie rotuje spolu so zvyskom hrocha a trenie na brehu Nila je dostatocné, aby
sa hrochy nesmykali.

Lucy nafukla plazovu loptu s hmotnostou 100 g na polomer 10 cm. Tlak vnutri bol rovny atmosféric-
kému tlaku p,. Potom ju zacala aj so vzduchom pomaly ponarat do jazera. Do akej najvicsej hlbky ju moze
ponorit, aby sa lopta urcite sama vynorila, ak je teplota vody v jazere v§ade rovnaka?

Z plechu s plosnou hustotou ¢ sme vystrihli disk s polomerom r a §tvorec so stranou a. Navle¢ieme
ich na zvislu ty¢ tak, aby prechddzala stredom oboch utvarov. Potom kruh rozto¢ime uhlovou rychlostou w
a prilozime k §tvorcu. Akou uhlovou rychlostou sa bude otacat cela stistava po ustaleni, ked sa $tvorec trenim
roztoci?

Dano si v§imol, Ze rezistory sa zohrievaju, ked nimi preteka elektricky prad. Ked jeden rezistor pripojil
na zdroj stéleho elektrického napitia, zistil, ze po dlhom case sa jeho teplota ustalila na hodnote T;. Potom
spravil to isté s druhym rezistorom z rovnakého materialu, ktory vsak bol vo v$etkych rozmeroch dvakrat
vacsi. Na rezistory v oboch pripadoch fukal ventilator, ktory z ich okolia odvieval ohriaty vzduch, a tym
zabezpecil, Ze teplota okolitého prostredia bola vzdy Tj. Na akej hodnote sa po dlhom case ustali teplota
vacsieho rezistora?

Prenos tepla Ziarenim zanedbajte.

Pri vecernej prechadzke po bratislavskych uliciach padla Sabinke do o¢i rozvesana viano¢na vyzdo-
ba. Najprv sa ¢udovala, preco zac¢inaju Vianoce opit zac¢iatkom novembra, no potom ako spravna fyzicka
upriamila svoj zrak na ozdobu v tvare Sestcipej hviezdy. Hviezda sa skladala zo $iestich ty¢i s dizkou d a hmot-
nostou m. Sabinka si hned spocitala, aky je moment zotrvacnosti takej hviezdy okolo osi prechadzajuicej jej
stredom a kolmej na jej rovinu.

Kolko jej to vyslo?
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Dusan sa popri nadejnej kariére fyzika dal na moderné umenie. Vybehol na povalu a zniesol odtial
$tyri palice s hmotnostou m a dlzkou L, a k tomu jednu pruzinu s nulovou pokojovou dlzkou. Palice spojil
do $tvoruholnika tak, Ze sa v spoji mohli volne otacat, pricom ale vzdy zostali v rovine. Dva protilahlé vrcholy

spojil pruzinou a postavil svoj umelecky vytvor na jeden vrchol tak, aby bola pruzina vodorovne. Aka musi
byt tuhost pruZiny, aby sa natiahla na dlzku L?

V ¢ase vrcholiacej energetickej krizy vytiahol Jaro zo stodoly parny stroj po prapradedkovi. Stacilo par
rychlych oprav a fungoval ako novy. Stroj teraz funguje podla cyklu zobrazeného na pV diagrame. Aka je
jeho ucinnost, ak pracovny plyn mozno povazovat za idealny jednoatémovy?

p
4p +

3p+
2p+

p__

Jeden parsek bol definovany ako vzdialenost, pri pohlade z ktorej by obezna draha Zeme mala zdanlivy
polomer jednej uhlovej sekundy (1”). Kvik pocita vzdialenost k hviezde, ktord je vzdialena 2 pc, ako keby
platilo, Ze uhlovy rozmer polomeru zemskej drahy pri pohlade od hviezdy je 0,5”. KedzZe tieto uhly st velmi
malé, Kvik vie, Ze aj chyba vysledku bude v porovnani s jednym parsekom prakticky zanedbatelnd. Aj tak by
ale chcel vediet: o kolko kilometrov sa tato dlzka lisi od skuto¢nej dlzky 2 pc?

Ak vam to s kalkulackou nevychddza, mozZno sa vam hodi pouZzit Taylorov rozvoj.
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Mame dokonale ¢iernu gulata planétu zvnutra ohrievand vlastnym vykonom P. Ponechana napospas
svojmu osudu sa ustali na teplote T'. Teraz ju celt tesne obalime tenkou zrkadlovou féliou, ktora odraza 80 %
ziarenia naspat k povrchu planéty a zvySok absorbuje. Na akej teplote sa ustali folia, ak sa povrchu planéty
priamo nedotyka?

Tomas si planuje zostrojit velky astronomicky dalekohlad. Aby sa nemusel bat, Ze sa mu v nom rozbije
zrkadlo, rozhodol sa namiesto skla pouzit ortut. Nalial ju do velkej plochej misy a roztocil ju okolo zvislej
osi uhlovou rychlostou w.

Aka je ohniskova vzdialenost zrkadla, ak je umiestnené v tiazovom poli s velkostou g?

Marcel uzavrel pruzinu s tuhostou 100 N/m a nulovou pokojovou dizkou do valcovej nddoby s plo-
chou podstavy 10 cm? a vyskou 10 cm naplnenej idealnym dvojatomovym plynom. Jeden koniec pruziny
pripevnil o dno a druhy o nehmotny piest, ktory hermeticky uzatvaral nadobu. Pri dosadnuti piesta na valec
pri uzatvarani bol v nadobe standardny atmosfericky tlak, ktory pochopitelne vzrastol, ked piest nadobudol
rovnovaznu polohu a teplotu.

Aké bude zdanliv4 tuhost takto zakonzervovanej pruzinky pri velmi malych predlZeniach?

10 cm

100 N/m

10 cm?

Jonka opit sklada z pali¢iek mechanické sustavy. Tentokrat ma tri homogénne pali¢ky s hmotnostou
2 kg, dlzkou 2 m a kazd4 ma na jednom konci nehmotny bodovy naboj s velkostou 10~ C. Dve z nich prilepila
na vodorovny stol tak, Ze boli rovnobezné a navzajom sa dotykali koncami, na ktorych nie st naboje.

Potom vzala tretiu pali¢ku a pripevnila ju paintom do bodu, kde sa prvé dve palicky dotykajd, pricom naboj
bol na jej hornom konci. Tretia palicka sa mohla volne otacat tak, ze vSetky tri palicky sa vzdy nachadzali
v jednej vertikdlnej rovine. Potom ju trosku vychylila zo zvislej polohy smerom k jednej z palic¢iek na stole
a pozorovala jej malé kmity. Aka periédu namerala?

# 7 T
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Na nabrezi stoji lampa vysoka 5 m. Ma tienidlo v tvare paraboloidu s otvorom s polomerom 10 cm
a hlbkou 7 cm, ktoré je zvnutra potiahnuté dokonale odrazivou vrstvou. V jeho ohnisku sa nachddza gulata

ziarovka s polomerom 3 cm, ktord rovnomerne do v$etkych smerov vyzaruje svetelny tok 10 kim. Akd bude
intenzita osvetlenia cesty priamo pod lampou?

Pre malé uhly mozete pouZit pribliZenie sin x ~ tan x ~ x. Ziarovka nie je priehladnd.

3 cm

10 cm

Matko a Kubko skiimaji mesa¢ny povrch. Matka z rakety vysadili na severnom pdle a Kubko pokra-
¢oval az na mesacny rovnik. Po par chvilach Matko nasiel velmi zaujimavy kamen a chcel by ho dopravit
ku Kubkovi na analyzu. Zaujima ho teda, akou najmensou rychlostou ho musi hodit, aby kamen doletel az
na mesa¢ny rovnik. Hmotnost Mesiaca je M a jeho polomer je R.
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Vzoroveé riesenia

II| Aby sme nadli tazisko, malovanu krizovku vobec nemusime riesit: staci predsa spocitat rozlozenie
hmoty v dvoch réznych smeroch a tato informaciu nam legenda na okraji priamo poskytuje. Samozrejme
ni¢ nepokazime, ani ked krizovku vyriesime, ale kto to so sttazenim mysli vazne, nebude chciet stracat cas.

Hned by sme si mali vdimnut, Ze kriZovka je simerna okolo zvislej osi, takZe horizontalne siradnice taziska
a stredu budu urcite rovnaké. Staci sa nam teda pozerat na riadky. Tym priradime vahy zodpovedajtce
ich poloham vzhladom na stred, ktoré su postupne —6,-5,...,5,6. Potom uz len s¢itame ¢isla v kazdom
riadku, vynasobime ich vdhou riadka a vysledky opat s¢itame.! Nakoniec sucet vydelime poc¢tom vsetkych
$tvorcekov, ¢ize suctom vsetkych cisel v riadkovej legende, ktorych je presne 100.

Dostaneme tak y-ovu siradnicu taziska vzhladom na stred

i (J" inj)

j=—6 i

a i (inj)

j=—6\ i

-6)-9+(-5)-(2+5+2)+...+5-(1+1)+6-9 -17
—0,5=( ) 9+(5)-2+5+2)+... +5- I+ D+ =——=-0,17. (1.1
9+(2+5+2)+...+(1+1)+9 100

Vzdialenost taziska od stredu je teda 0,17 $tvorceka.

Marek pozera stream rychlostou vy, pricom plati, ze vy, = 1,75vs, kde vg je rychlost streamera. KedZze
rychlosti streamera a Marekovho videa sa nemenia, mdzeme pouzit vzorec vy = fir/tar, kde fy je aktudlny
¢as, na ktorom sa Marek nachadza a t), je ¢as merany od momentu, ked si Marek video zapol. Podobne
vieme napisat vs = fs/ts.

Kedze Marek chce dobehnit Zivy prenos streamera, musi vidiet presne to, ¢o streamer vysiela nazivo. Z toho
dostavame podmienku fs = fy, takze

Vst = Vytum. (21)

ﬁalej vieme, Ze Marek zacal pozerat o ¢as t, = 30 min neskdr, to znamena, Ze ¢ = £, + t);. Dosadenim ¢, do
predoslej rovnice dostdvame

vst = vy (t —to). (2.2)
Marekovu rychlost pozerania videa pozname, je to 1,75vs. Dosadime v, a vyjadrime ¢as
7 .
t= gto =70 min, (2.3)

¢ize po prevedeni do Sestdesiatkovej stistavy 01:10:00.

Celkové prevysenie je rozdiel nastipanej a zostupenej vysky. Pri ceste spat nastupa turista presne vysku,
ktoru pred tym zostupil, ¢ize 1447 — 1302 = 145 metrov.

!Fajngmekri si v§imnu, Ze prvy a posledny riadok st rovnaké a teda s nimi takisto nemusime stracat ¢as.
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[ 4] Ak si odmyslime, Ze ide o vlajku, vidime tri teles4 v tepelnom kontakte. St vyrobené z rovnakého
plechu, takze ich hmotnostna tepelna kapacita ¢ bude rovnakd. A hmotnost? T4 je predsa priamo umerna
ploche. Jednoduchou geometriou pomocou obsahov zistime, Ze ak je hmotnost celej vlajky M, potom modra
¢ast mé hmotnost & a ostatné dve casti zhodne 3.

Z toho uz mozeme zostavit kalorimetricka rovnicu. Ak vieme, Ze teplota sa ustali na hodnote T, bude platit
nasledovna rovnica:

3M 3IM M

?C(.?)O OC—T)+?C(70 oC—T)+zC(90 OC—T) =0. (41)
Hovori o tom, Ze existuje taka teplota T, na ktoru sa zmenia v$etky teploty jednotlivych kusov vlajky a vlaj-
ka pri tom neprijme Ziadne teplo od okolia. Toto mézeme polahky vydelit ¢ a M (skutoc¢ne, na materiali,
z ktorého je vlajka, ani na hmotnosti celého plechu nezalezi) a dalej upravit:

3 3 1
S(30°C-T) + 2(70°C-T) + (90°C-T) =0°C,

1 1
§'30°C—§T+§'70°C—§T+—-90°C——T:0°C, (42)
8 8 8 8 4 4

T =60 °C.

Osem Iudi, ktori maju zédber 2,5 m, vieme nahradit jednym ,,¢lovekom® so zaberom 20 m. Pole ma $irku
300 m, takZe si ho vieme rozdelit na 30 usekov $irky 10 m. KedZe mame v zadani urcené rychlosti, vieme
tiez povedat, Ze za ¢as t = 500 s prejdu FKSaci dva useky a traktor pat usekov, pricom o dal$ich 500 s za¢nu
na opacnej strane ako povodne. Po kazdom case ¢ prejdu dokopy sedem usekov, takze vidime, Ze sa stretnt
pocas piateho ¢asového intervalu dlzky t.

Vtedy za¢inajti z rovnakej strany ako na zaciatku a ostali im uZ iba dva tseky. Styria FKSaci budt mat uz
v tomto momente smolu, pretoze maju rovnaku cestu s traktorom. To znamena, ze hladanie meteoritu skon-
¢ilo a ni¢nenajduvsi FKSéaci sa mozu akurat tak pochvalit tym, Ze prehladali plochu

Sexs = 4-500 m-2-10 m = 40 000 m>. (5.1)

KedZe nas zaujima, aku ¢ast pola prehladat nestihli, ostava ndm vyjadrit plochu celého pola a od¢itat

Spole — Seks 500 m -300 m — 40000 m2 _ 150000 — 40000 11
Spole 500 m - 300 m ~ 150000 15

(5.2)

[ 6 | Kede vietci $tyria $oféruju rovnako a dodrziavaju dopravné predpisy, kazdy z nich zaéne zrychlovat
presne v momente, ked jeho auto vyjde za hranicu obce. To znamend, ze nebudu zrychlovat suc¢asne a vzdia-
lenosti medzi ich autami sa preto nezachovaji. Co sa ale zachov4, st ¢asové intervaly medzi prejazdmi dut
ktorymkolvek bodom trasy. To plati vdaka tomu, Ze pohyb kazdého z aut vyzera uplne rovnako, iba je nejako
posunuty v ¢ase. Nas bude zaujimat iba vzdialenost prvého a posledného auta (¢iZze dizka dseku cesty, ktory
auta zaberaju).

Ked sa autd este pohybuja rychlostou vy = 50 km/h, tato vzdialenost je dy = 150 m, takze ¢asovy interval
medzi prechodom prvého a posledného auta nejakym bodom je t = ‘j—g. Po zrychleni na rychlostv; = 90 km/h
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sa tento interval zachov4, teda ¢ = %, odkial vieme vyjadrit novti vzdialenost aut ako

Vi

d
d1=v1t=V1—0 =270 m. (61)
Vo

Ako prvé sa zamyslime, ktoré zapojenie zodpoveda ktorej hodnote odporu. Sériové zapojenie ma urcite
vacsi odpor, ako paralelné. Celkovy odpor Rg je v iom rovny suctu jednotlivych odporov, takze

R¢=R;+R,=25 Q. (71)

Naopak v pripade paralelného zapojenia je celkovy odpor Rp rovny

R;R
Rp= ——2 =4Q. (7.2)
R+ R,

Mame teda dve rovnice o dvoch neznamych. Vyjadrime si napriklad R; ako R; = 25 Q) — R, a dosadme do
rovnice pre Rp. Dostavame tak kvadraticka rovnicu

R:-25Q-R, +100 Q% =0 O°. (7.3)

Obe jej rieSenia R, = 5 Q a R, = 20 Q st fyzikalne zmysluplné a zodpovedaju jednoduchej zdmene rezistorov.
Rie$enim je teda dvojica 5 Q) a 20 Q.

O hibke studne by sme aj bez fyzikalne neprili§ nadaného kastelana vedeli, Ze

h=%gl‘2 = t= % (8.1)

g

Kastelan ndm napoveda vztah s jeho konstantou k (tato, mimochodom, nie je bezrozmerna) h = kt. Z neho
vieme pomocou vztahu pre hlbku studne vyjadrit konstantu k ako

1 1 [2h [ng

Z tohto vieme vyjadrit h len pomocou k a g ako

h=—. (8.3)
b4

[ 9| Ak na zadiatku mé Ply3 v roztoku hmotnost 11,0 aceténu a my, vody, povodny hmotnostny zlomok
vypocitame ako

Mao
X —

= (9.1)
Mo + Myo
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Po obede mala PIys v roztoku len m,; aceténu. KedzZe vieme, Ze sa vyparila tretina aceténu a desatina vody;,
dostavame

2 a m o m (9.2)
My = =m = —Myy. -
AL= 3M a0 Vi = 1o Mvo
Pre novy hmotnostny zlomok plati
5
°X = &. (9.3)
6 ma; + My,

Z tejto rovnice vyjadrime X, dosadime do rovnosti s rovnicou 9.1 a vyuzijic vztahy z rovnice 9.2 dostdvame

Mao 6 mMay

Mpag + Myg D Mpp+ My

3
PO 6 mp

3 10 -z
SMar+ gMmyr O May + My

gmmz + %mAlmVI = g%mmz + g%mmmw (9-4)
3 3 63 610
EmAl + EmVl = gzmm + ggm\n
5
mMar = §mV1-

V predposlednom kroku sme obe strany rovnice vydelili m1,;, ¢o urcite nebude nula, takze Gpravy st korektné.
Teraz sa uz len vratime k rovnici 9.3, kam dosadime i, = gmw a vysledok uz je jednoducho

5

2m 5 3
59—“ =X = X=>:4286%. (9.5)
smvi+my; 6 7

Kym je na svietniku vSetkych pat 0zdob, situdcia je symetricka a svietnik visi volne: je podoprety akurat
vo svojom tazisku a [lubovolnému otoceniu prislicha rovnaka potencialnej energii. Hned, ako jedna z 0zd6b
odpadne, sa svietnik oto¢i tak, aby minimalizoval vysku svojho taziska. Prazdne rameno sa pohne tak, aby
bolo ¢o najvyssie, a to nastane vtedy, ked bude rovina svietnika s horizontédlnou rovinou zvierat uhol 90°.

Ak by sme sypali hlinu na jedno miesto, ziskali by sme kuzel so sklonom 8. Na obrazku 11.1 mézeme
vidiet utvar, ktory vznikne zjednotenim vsetkych moznych kuzelov s réznymi vyskami, ktoré by na Vilovom
pozemku mohli stat.

A B
Obrazok 11.1: Pohlad zboku
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Je to trojboky hranol, ktory je na dvoch stranach zrezany. Tento utvar si mozeme rozdelit na tri casti, kon-
krétne trojboky hranol zo stredu a dva odrezky. Najskor si spocitajme ich vysky. Kolmym rezom cez hranol
vznikne rovnoramenny trojuholnik so zakladnou dlzky b a s dvoma uhlami . Vyska ttvarov preto bude

h = gtanﬁ. (11.1)

Z dvoch odrezkov vieme zlozit ihlan. KedZze vsetky jeho steny zvieraju uhol f3, ide o pravidelny $tvorboky
ihlan, a teda jeho podstava bude $tvorec so stranou b. S touto znalostou vieme ahko vydedukovat, Ze trojboky
hranol bude dlhy d = a — b a jeho objem bude

2
Vh=Sp-d=%d:bZ(a—b)tanﬁ. (11.2)
Objem ihlanu zratame tiez jednoducho ako
1 b’
V; = gsphZEtanﬁ (11.3)
a celkovy maximalny objem je teda
V:Vh+V,-:(3a_b)b2tan/3. (11.4)

Najprv si eSte raz vysvetlime, ¢o sa nas v ulohe pytaji. Potrebujeme zistit, v akom okamihu je dovte-
dajsia priemerna rychlost najvacsia. Priebeznd priemerna rychlost v(t) sa pocita ako prejdend drdha v tom
istom case t vydelena t, ¢ize

Inymi slovami z grafu si vyberieme [ubovolny okamih a pozrieme sa, aka prejdend draha mu prislucha. Tieto
hodnoty potom vlozime do vzorca pre priemernu rychlost. Keby sme to urobili pre vsetky casy ¢, vedeli by
sme najst najvicsie v(t). D4 sa to v8ak aj jednoducho vy¢itat z grafu na obrazku 12.1. Upravme si vztah pre
v(t) tak, aby bola nasa nezdvisld premenna t, teda na

s(t) =v(1)t. (12.2)
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s/ km‘
42 ¢
36 +
30 +
24
18 +

12 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 t/min

Obrazok 12.1: Uhol ¢, je mensi ako ¢,, to znamend, Ze pre rychlosti plati v(t;) < v(t,).

Teraz vidime, Ze v(t) ndm uddva sklon priamky. Ak teda potrebujeme najst najvicsie v(t), sta¢i, ak nadjdeme
priamku s najva¢$im sklonom, ¢iZe s najvac¢$im uhlom od osi x, ktord prechddza bodom [0;0]. Z grafu
vyplyva, ze hladand priemernd rychlost je v ¢ase t = 70 min, ¢ize

v(t) = % km/min = 36 km/h. (12.3)

Hosti zjavne vieme rozlisit, takze budeme musiet overit az 5! = 120 réznych moznosti ako $alky roz-
miestnit. Nastastie vieme toto ¢islo po kratkom zamysleni radikdlne znizit.

Ak ma byt hojdacka v rovnovahe, musia byt na obidvoch stranach rovnako velké momenty sil. Ozna¢me
si jednotlivé polohy k_,, k_;, ko, k41 a ki, a podme im priradit v nejakom poradi hodnoty 1, 2, 3,4 a 5. Ak je
vzdialenost medzi dvomi podsalkami w a hmotnost najlahsej z nich m, v rovnici pre momenty sil

k_omg2w + k_ymgw = k,ymgw + k.,mg2w (13.1)
sa nam konstanty w, m a g vykratia a ostane iba

2k s+ kg = ki + 2k, (13.2)

Dalej musi platit, Ze vo vzdialenosti w od stredu musia mat hmotnosti $alok rovnaku paritu - ak je k_; ne-
parne, potom aj k,; musi byt neparne a naopak; inak by sme na jednej strane urcite dostali moment sily
v hodnote neparneho nasobku mgw a na druhej strane by nutne ostal nasobok parny, ¢o by riesenie poka-
zilo. Nakoniec si uvedomme, ze ku kazdému rieSeniu vieme jednoznac¢ne priradit jeho zrkadlovy obraz.

Tak teda prejdime na samotné rieSenie. Ak za¢neme najtazsou $alkou, sta¢i nam overit tri pripady:

« Akjupolozime do polohy k_,, do k., musime umiestnit $alku s hmotnostou 4m - inak to uz urcite nijak
nevyvazime. Z podmienky o parite vychadza, Ze na pozicie k.; musime polozit §alky s hmotnostami m
a 3m, ¢o vyjde jednoznac¢ne a dostaneme prvu dvojicu rieSeni, 5:1:2:3:4a4:3:2:1:5.

o Ak polozime najtazsiu §alku na poziciu k_;, z podmienky parity musi byt na opa¢nej pozicii $alka s hmot-
nostou neparneho nasobku m. Mame dve moznosti,
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- ak tam umiestnime $alku s hmotnostou m, rozdiel hmotnosti §alok na poziciach k., musi byt 2m,
¢o nam jednoznacne urcuje rieSenie 2:5:3:1:4, resp. 4:1:3:5:2;

- alebo ak tam polozime $alku s hmotnostou 3m, rozdiel hmotnosti na krajnych poziciach k., musi
byt m, ¢o jednoznacne urcuje rieSenie1:5:4:3:2,resp. 2:3:4:5: 1

« Nakoniec ak najtazsiu $alku polozime do stredu, kvoli parite ostdva overit dve moznosti,
- tedaked na pozicie k.; umiestnime $élky s hmotnostami parnych nasobkov m, lenze potom zvysné

dve $alky na krajnych polohach urcite ostant nevyvazené;

- alebo s hmotnostami neparnych nasobkov m, ¢o opat vyvazit nevieme.

Takto sme teda rozanalyzovali vSetkych 120 moznosti. Odpovedou je, Ze $alky sa daji rozmiestnit Siestimi
roznymi sposobmi.

Ak by sme sypali hlinu na jedno miesto, ziskali by sme kuzel so sklonom . Na obrazku 14.1 mézeme
vidiet utvar, ktory vznikne zjednotenim vsetkych kuzelov.

Obréazok 14.1: Pohlad zhora

Kede je véade sklon B, pri pohlade zhora bude vzdialenost s od okraju ku priemetu horného obdlZnika na
zem v$ade rovnaka. Vieme ju lahko vyjadrit pomocou vztahu

cotf = % = s=hcotp. (14.1)

Teraz si treba uvedomit, Ze si na$ Gtvar vieme rozdelit na niekolko casti. V rohoch vidime $tyri $tvrtkuzele,
z ktorych vytvorime jeden kuzel s polomerom s a vyskou h. Potom ndjdeme jeden kvader rozmerova-b-h
a nakoniec $tyri trojboké hranoly, ktoré vieme spojit do jedného dlhého hranola. Tento hranol ma vysku
2a + 2b a ako podstavu pravouhly trojuholnik s odvesnami 4 a s. Ich objemy su
1 2 1 3 2
Vkuiel’ = 57'[5 h= gﬂh cot ﬂ,

Vivider = abh, (14.2)

2
Varanoly = Sp(2a +2b) = %(Za +2b) = %(Za +2b) cot 8.
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Vysledny objem je teda
1
V = Viwser + Vivider + Vhranoly = 37‘[]’13 cot? B + abh + h*(a + b) cot . (14.3)

Po dosadeni hodnot zo zadania zistime, ze Vilo bude potrebovat priblizne 391 m? hliny.

Ak do seba dve susediace ozubené kolesa zapadaju, pri pohybe musia mat v bode dotyku rovnaku
obvodovt rychlost a navzdjom opa¢ny smer otacania. To znamena, Ze vSetky $tyri mensie kolieska budia mat
rovnaku obvodovu rychlost (zhodnu s obvodovou rychlostou velkého kolesa) a budu sa otacat rovnakym
smerom. Rovnakou rychlostou sa bude preto pohybovat aj pas. Tato rychlost bude konkrétne 36 zubov
za jednu otacku velkého kolesa. Ak si teda oznacime $irku jedného zubu ako d, jednému otoceniu velkého
kolesa bude zodpovedat posunutie pasu o 36d. Teraz nas ale este zaujima, aky dlhy je cely pas.

Obrazok 15.1: Geometria pdsu

Z obrazku si mozeme vS§imnut, Ze je tvoreny $tyrmi $tvrtkruznicami, ktorych zlozenim dostaneme obvod
mengieho kolieska, teda 16d. Zvyskom pésu st $tyri usecky dizky [, ¢o je prave vzdialenost stredov dvoch
susednych malych koliesok. Ta vieme spocitat ako uhlopriecku §tvorca so stranou R + r, kde R je polomer
velkého kolesa R = 2 a r je polomer mengieho kolieska r = 4. Kazda z danych $tyroch tseciek bude mat
teda dlzku

V2(R+7) = Md.

(15.1)

Ak ma teda pas dizku (16 + 104%)(1 a za jednu otacku velkého kolesa sa otodi o 36d, o celu svoju dizku
sa otoci za

(16+1042)d 4 255
A A S W (15.2)
36d 9" on

otacok velkého kolesa.

Poznamenajme, Ze ak mé pas na vnutornej strane zuby, musi byt jeho dlzka celo¢iselnym nasobkom irky
jedného zuba. Navyse ak chceme, aby boli vsetky stuciastky stroja opotrebuivané rovhomerne, musi byt tento
nasobok delitelny $tyrmi. V takom pripade dostaneme, ze dlzka pasu musi byt 64d, ¢ize velké koleso sa otoci

64d - .
eg = 1,78-krat.
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Tlak na povrchu Marsu je omnoho mensi ako na Zemi a tlakomer by teda mal ukdzat vyrazne nizsiu
hodnotu. Nesmieme v$ak zabudnut, Ze ortutovy tlakomer ddva do pomeru vonkajsi tlak s hydrostatickym
tlakom ortuti vnutri — a ten zas zavisi aj od tiazového zrychlenia, ktoré je na Marse iné.

Tiazové zrychlenie je dané vztahom

GM,
8 = > (16.1)
d Ré
pre hydrostaticky tlak na malych $kélach zase plati
p=pgh, (16.2)
a teda mozeme vyjadrit
R2
po PR (16.3)
pPGM

Po dosadeni hodnét z tabulky konstant alebo iného zdroja vidime, Ze je to rovné priblizne 12 mm.

Na to, aby sme vypocitali pracu, potrebujeme v prvom rade poznat silu F, ktorou je lanko napinané.
Preto si nakreslime obrazok 17.1. Lanko nech je od zvislého smeru vychylené o uhol «. Na hmotny bod
posobia dve sily - sila F od lanka a tiazova sila s velkostou m g. Bod sa pohybuje uhlovou rychlostou w po
kruznici s polomerom ¢sin a. Navys$e nan musi posobit dostrediva sila mw?€sin a. Jedind sila posobiaca na
bod, ktord ma horizontalnu zlozku, je sila F.

////////I/////

|
al
|

I
E/f

|
o—>
F sina

mg

Obrazok 17.1: Sily pésobiace na hmotny bod.

Musi teda platit

Fsina = mw*¢sina = F = maw?®. (17.1)

Préca, ktoru Tete vykona, ak lano potiahne o malu vzdialenost A¢, bude potom jednoducho

AW = mw*e A®. (17.2)
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Najskor si moézeme vypocitat dlzky a z nich odpory jednotlivych svetelnych pasikov. K zisteniu dizok
nepouZijeme nic zlozitejsie nez Pytagorovu vetu; dlzky zas pomocou dizkového odporu 30 Q/m lahko pre-
vedieme na elektrické odpory. Vysledné hodnoty vidno na obrazku.

Obrazok 18.1: Svetelné pdsiky ako rezistory.

Dvojica pasikov medzi bielou a ¢ervenou castou vlajky ma zaujimavu vlastnost — na ich oboch koncoch je
rovnaky potencidl. Prist k tomu mo6zZeme napriklad trikom, pri ktorom celt odporovi schému zrkadlovo
preklopime tak, ze privody sa zobrazia na seba navzajom. Body, ktoré sa zobrazia samy na seba, maji potom
rovnaky potencial; to znamenad, Ze i keby medzi nimi bol vodi¢, tymto nepotecie ziaden elektricky prud.
To prakticky znamend, ze tymito dvoma svetelnymi pasikmi nepotecie Ziaden prud, a teda nebudu svietit.
Ak ich odstranime z obvodu, ni¢ sa nezmeni.

10,8 Q)
9,73 Q
43,2 Q)

Obrazok 18.2: Vetvy, ktorymi tecie priid, po vypocitani ich odporu.

V takom pripade ndm zostane uz iba kombindcia sériového a paralelného zapojenia rezistorov! Napitovy
ubytok na kazdej z vetiev bude rovnaky, rovny napajaciemu napitiu 42 V. Ich odpory pozndme, znamena
to teda, Ze prud kazdou z vetiev vypo¢itame z Ohmovho zékona ako I = %. Vetva s odporom 9,73 Q je viak
zlozena z dvoch rovnakych paralelnych vetiev, kazdou z nich teda potecie polovi¢ny prud. Zlava doprava
st teda prady vo vetvach postupne 3,89, 2,16, 2,16 a 0,97 A. Prudy vyssie ako 2 A, teda také, ktoré prerazia
poistku, tecu len tymi vetvami, ktoré st hrubo vyznacené na nasledovnom obrazku.
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Obrazok 18.3: Dizky jednotlivych pdsikov; hrubo sii vyznacené miesta, ktorymi tecie viac ako 2 A.

AKka4 je pravdepodobnost, zZe technik prestikne svetelny pasik niekde v tychto miestach? Vypocitame ju
ako pomer suctu dlzok tychto pasikov k dizke véetkych pasikov, Cize

N 165,8 cm

N — " 50,456 = 46 %. (18.1)
363,8 cm

Nudzova brzda by mala brzdit tak silno, ako je to len mozné - a to je urcené prave koeficientom $my-
kového trenia. Hmotnost vlaku je stale rovnaka, konkrétne m = 100 t + 5- 20 t = 200 t, brzdiaca trecia sila
vSak bude posobit iba na tie vozidla, ktorych brzdy su uz aktivne. Bude rovna F = um’g, kde m’ je celkova
hmotnost brzdiacich vozidiel a y koeficient Smykového trenia. Spomalenie vlaku je potom

F !/
m m

Ked Lucka aktivuje brzdy, vlak za¢ne spomalovat so spomalenim

10° kg

- 2 _ 2
" 3107 kg -0,2-10 m/s* =1 m/s”. (19.2)

ao

Spomalenie potom kazdu sekundu skokovo narastie o dalsich

20t
Aa=0,2- ——-10 m/s* = 0,2 m/s* (19.3)

200t
aZ po maximalnu hodnotu a,,, = g9 + 5Aa = 2 m/s?, a s takymto spomalenim vlak dobrzdi az do zastave-
nia. Toto m6Zeme vyjadrit aj vzorcami, pocas Naboja vsak bude jednoduchsie a rychlejsie si to nakreslit do

obrazka 19.1 a rozpisat do tabulky 19.1.
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Obrazok 19.1: Graf rychlosti viaku v zavislosti od casu

V kazdom intervale vlak spomaluje rovnomerne z rychlosti v; na rychlost w; = v; — a; At;, takze jeho prie-

mernu rychlost v danom intervale mozeme spocitat ako aritmeticky priemer rychlosti na zaciatku a konci

useku. Navyse plati v;,; = w;, kedZe rychlost sa musi menit spojito. Posledny usek je $pecidlny: brzdia vietky

vozidla a vlak bude spomalovat, az kym nezastane. To mu pri spomalovani 2 m/s? z rychlosti vs = 13 m/s
169

potrvd 6,5 s a prejdend drdha bude s5 = <7 m = 42,25 m. Nakoniec spocitame prejdenti drdhu ako priemernu

rychlost vynasobenu dizkou intervaly, s; = v; - At;.

Tabulka 19.1: Hodnoty okamzitého spomalenia a im zodpovedajtce drahy.

pocet
brzdiacich
VOzZNov At; /s F; | kN a; | m/s? v; / m/s w; [ m/s v;/ m/s s;/m
0 1 200 1,0 20,0 19,0 19,5 19,50
1 1 240 1,2 19,0 17,8 18,4 18,40
2 1 280 1,4 17,8 16,4 17,1 17,10
3 1 320 1,6 16,4 14,8 15,6 15,60
4 1 360 1,8 14,8 13,0 13,9 13,90
5 6,5 400 2 13,0 0,0 6,5 42,25

Ostava nam jednotlivé drahy scitat a dozvieme sa, Ze celkova brzdnd draha bude 126,75 m.

Najskor si uvedomme, ze kvadre musia byt orientované vodorovne, pretoze ak by sa niektory kvader
naklonil, potom by sa v dosledku nulového trenia zo$mykol do diery. Riesenie bude teda vyzerat tak, ze dva
kvadre budu polozené na podlozkach takym spdsobom, ze budu pretféat o vzdialenost x, a na tychto dvoch
kvadroch bude polozeny treti tak, Ze sa hranami bude opierat o hrany spodnych kvadrov (pozri obrazok
20.1).
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Obrazok 20.1: Most s maximdlnym mozZnym rozpdtim.

Potrebujeme teda zistit maximadlnu vzdialenost x, o ktora spodné kvadre moézu pretféat ponad medzeru.
K tomu, aby sa kvadre nezrutili, musi byt celkovy moment sil posobiacich na spodné kvadre nulovy. Zoberme
si teda jeden z tychto kvadrov a za os otacania si zvolme kraj medzery. Tiazova sila posobi v tazisku, teda
vo vzdialenosti a/2 — x od osi, a vrchny kvdder pdsobi silou mg/2 vo vzdialenosti x. Potom plati

mg(% - x) = ngx. (20.1)

Z toho dostaneme x = a/3, takze maximalne rozpitie mosta sa blizi k hodnote

5
d=2x+a-= ga. (20.2)

Hladat minimalnu vzdialenost medzi dvomi bodmi na kuzeli vobec nevyzera jednoducho, ale opak je
pravdou. Staci si nakreslit jeho siet. Podstava kuzela v tejto tlohe nie je podstatna, takze na obrazku je len
rozvinuty plast kuzela do roviny.

2 VR + H2

I

2ntR

Obrazok 21.1: Plast kuzela rozvinuty do roviny.

Podstava polomeru R spdsobuije, Ze kruznicové ¢ast obvodu plasta mé dlzku 27zR. Polomer tejto kruznice

je VR? + H?, pretoZe to je prepona pravouhlého trojuholnika, ktorého odvesnami st polomer podstavy R
A% R . . IYge . 2nR [ A

avyska kuzela H. Preto je na rozvinutom plasti pri vrchole uhol ¢ = ﬁ. Ignorujic zmenu vysky, mravec

chce prejst od juhovychodu k juhozapad, teda $tvrtinu uhla ¢.

Ked na obrazku mame vyznacené body, medzi ktorymi mravec ide, najkratsia cesta je rovna cesta, pretoze
sa bavime o plasti rozvinutom do roviny. A ked tieto dva body spojime s vrcholom kuzela, vznikne nam
trojuholnik, na ktory mozeme aplikovat kosinusovt vetu. Uhol pri vrchole kuzela pozname, este chceme
poznat aj dlzky spojnic medzi vrcholom a obomi bodmi, medzi ktorymi mravec prejde. Vzdialenost od
vrchola k spodnému bodu je samozrejme r; = VR? + H? a vzdialenost od vrchola k hornému bodu je r, =
2V R? + H?, pretoze mravec lezie do polovice vysky kuzela.
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Ak oznac¢ime nasu hladanu vzdialenost x, podla kosinusovej vety
2_ .2 2 4
X =n +7’2—27’17’2COSZ, (21.1)

¢o po dosadeni za 1, 1, a ¢ a Gpravach dava

5 R
x=VR*+H? /- -cos ——. 21.2
\/4 WER + 2 (21.2)

Pre hodnoty zo zadania je tto vzdialenost x = 1,56 m.

Nacértnime si na$ plan. Palicka sa nehybe, ak stucet sil a momentov sil na nu posobiacich je nulovy. Na
palicku posobi gravita¢na sila smerom nadol a elektrické sily od zvy$nych nabojov v réznych vodorovnych
smeroch, a nakoniec je tam strop, ktory celd sustavu urcite udrzi. Momenty sil bude najprirodzenejsie pocitat
vzhladom na bod na strope. V takom pripade na kazdu palicku pdsobi iba moment od tiazovej sily a od
ostatnych pali¢iek. Takze potrebujeme zistit, o aky uhol sa palicka musi vychylit, aby bol ich sucet nulovy.

Budeme pocitat so vieobecnymi hodnotami, takZe si ozna¢ime naboj g, hmotnost palicky m a jej dlzku d.
Zo symetrie je jasné, Ze v rovnovaznej polohe tvoria bodové naboje vrcholy §tvorca a sta¢i ndm pozerat sa len
na momenty sil pdsobiacich na jednu pali¢ku. Nech ma $tvorec dlzky stran r, ¢ize jeho uhlopriecka ma dlzku
/2r. Vyberme si jednu pali¢ku. Na ndboj na nej posobia elektrické sily od susednych nabojov. Obe maju
velkost
e
=—= 22.1

4T dme,r? (22.1)

a st navzajom kolmé. Preto ked ich vektorovo zlozime, dostaneme silu velkosti V/2F,; so smerom od stredu

$tvorca k naboju na nasej palicke. Sila od naboja, ktory lezi uhlopriecne od nasho, ma velkost

e
 dmey(V2r)?
a smer ma tiez od stredu k nasmu naboju. Na naboj na nasej palicke teda posobi celkova elektricka sila

velkosti F, = \/2F,; + F., smerujuca od stredu $tvorca. Gravitacna sila pdsobi samozrejme nadol a posobi
v tazisku palicky. Na obrazku 22.1 to celé vyzera nasledovne:

(22.2)

e2

Obrazok 22.1: Sily posobiace na jednu palicku.
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V2r

Spodna strana trojuholnika je polovica uhlopriecky $tvorca, preto je jej dlzka 2~

vidime, zZe r = %d sin ¢. Rovnica rovnosti momentov sil je teda

. A takisto z trojuholnika

2 1
mg% sing = 1 (— + \/E)dcosgo

4megr2\2
d . q* 1
mg sing = o 2(5 + \/E)dcosgo (22.3)
4ﬂ80<%d sin q))

<3 2
sin” ¢ q (1+\/§)

cosp  4megd?mg\2

V tomto momente sa dostavame k tomu, ze tato uloha nema analytické rieenie, teda Ze nevieme vyjadrit,
¢omu sa rovna uhol ¢. Musime teda zobrat kalkulacku a s rozumom vyskusat par hodnét ¢. Dostato¢ne
presny vysledok ndjdeme napriklad binarnym vyhladavanim. Vysledkom pre hodnoty zo zadania je ¢ = 68°.

Ozna¢me hmotnost kamiéna M a hmotnost muchy m. Rychlost kamiéna nech je v, rychlost muchy
—v aich spolo¢na rychlost po zrazke u. Zo zakona zachovania hybnosti plati
M-m
= v.
M+m

Myv-mv=(M+m)u = u (23.1)

Ide o nepruznu zrazku, takze energia sa nezachovava. Rozdiel medzi energiou pred a po zrdzke zodpoveda
teplu, ktoré sa pri zrazke vygeneruje,

Q-= %M(V2 —u?) + %m((—v)2 - u?)
(23.2)

Mm 2
M+m

Hmotnost kamiona je zrejme daleko vic¢sia nez hmotnost muchy, preto mozno v menovateli zanedbat m voci
M a dostaneme

Q ~ 2mv>. (23.3)

Podla zadania sa ma vsetko teplo spotrebovat na zahriatie pozostatkov muchy, teda

Q = mc At. (23.4)

Z rovnosti poslednych dvoch rovnic kone¢ne dostavame

2 2
AT ~ 2 ~0,13°C. (23.5)
C

Ak ma na zaciatku Krtko nulovu rychlost, jeho kineticka energia musi byt takisto nulova. Kym pride
do miesta na boku slucky, jeho potencialna energia klesne o mgr, a kedZe trenie ani odpor vzduchu neuva-
Zujeme, jeho kinetickd energia musi presne o tolko vzrast. Jeho rychlost pozname, takze dokdzeme vyjadrit
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polomer,

1 y2

—mv: =mer = r=—. 24.1
> g 22 (24.1)

Kym zide do najspodnejsieho bodu slucky, jeho kinetickd energia musi opét narast o mgr, takze bude rovna
mv2 = 2mgr. Nova rychlost (ozna¢me si ju w) bude teda este \/2-krét vysia. Z toho uz vieme vyjadrit
velkost dostredivého zrychlenia

w2 202 2v%.2¢
aC:—:—: 2
r r v

- 4g. (24.2)

Vsetko sa teda pokratilo a vidime, Ze vysledné zrychlenie nezavisi od rozmerov slucky, a teda ani od velkosti
rychlosti v. Krtka v$ak viac zaujima pretazenie, teda vyslednica vsetkych sil, ktoré nanho posobia zvonku
priamym kontaktom. Ked pokojne sedi na vrchu drahy, pretazenie stale citi: gravita¢na sila totiZ posobi na
vSetky jeho castice rovnako a teda ju nevnima, vnima vsak reakciu sedadla na gravita¢nu silu. Ta posobi
po cely ¢as - vzdy s rovnakym smerom aj velkostou, totiZz 1¢g smerom nahor. A kedZe naspodu slucky aj
dostrediva sila pdsobi rovnakym smerom, pretazenie, ktoré tu bude bude Krtko citit, bude az 5¢.

Na uvod si ukdazme, ako sa spravaju pruzinky, ak ich zapojime paralelne. Vysledna sila od pruziniek
je su¢tom sil od jednotlivych pruzin. Zaroven vyzadujeme, aby bolo ich predlZenie rovnaké ako prediZenie
celej sustavy, a teda dostavame

F:F1+F2
k-Ax =k -Ax+k,  Ax (25.1)
k=k1+k2.

Vidime, Ze ak mame dve identické pruziny, v paralelnom zapojeni sa spravaju ako dvakrat tuhsia pruzina,
a ak mame pruzin n, ako n-krat tuhsia pruzina.

Zo zadania vieme, Ze kazda pruZina ma nezndmu pokojovu dlzku. Ozna¢me si ju s. Potom vieme, Ze ked
sa Jozko zavesi na jednu pruzinu, bude od zeme vzdialeny 50 cm, ¢o znamena, Ze predlZenie pruziny Ax,
spolu s pokojovou dlzkou s budt dokopy 200 cm. Ak sa zavesi na dve pruZiny, bude predlzenie pruziny Ax,
spolu s pokojovou dlzkou s dokopy 110 cm, pretoze je 140 cm nad zemou. No a ak sa zavesi na tri pruZiny,
bude predlzenie pruziny Ax; spolu s pokojovou dizkou s rovné hladanej dizke, ktord si mézeme oznacit .

S tymto oznacenim dostavame rovnice rovnosti sil

F=mg= kAx, = 2k Ax, = 3k Axs,
Axl = 2 AXZ = 3 AX3, (252)
200cm-s= 2(l10cm-s)= 3(y-s)
Z toho uz lahko vieme vypoditat pokojovu dizku
200cm-s=220cm—-2s = s=20cm. (25.3)
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Ked uz mame s, vyratat vzdialenost od stropu v je trivialne,

3y-3s=200cm-s = y=80cm. (25.4)
Zadanie sa ale pyta na Jozkovu vzdialenost od zeme, nie od stropu, takze vysledok je 250 cm — y = 170 cm.

Pripomenme si, aka sila posobi na nabity objekt v elektrickom a magnetickom poli. V elektrickom poli
je to elektricka sila

F.=QE, (26.1)

kde Q je naboj objektu; v magnetickom poli je to magneticka sila
Fn=Q(V x B), (26.2)

kde 7 je rychlost objektu. Elektricka sila posobi v smere alebo proti smeru elektrického pola, v zévislosti
na naboji objektu, magneticka sila v smere kolmom na magnetické pole a rychlost objektu. To znamen4, Ze
elektricka sila meni rychlost ¢astice a magneticka sila jej smer, t. j. je dostredivou silou.

Podme si teraz rozanalyzovat pohyb gulky. Ozna¢me si vodorovnu suradnicu x a zvislt y. Na obrazku mame
vyznacenu trajektoriu gulky, no nemame tam vyznaceny smer pohybu. Ten v$ak vieme urcit pomerne jed-
noducho. Predpokladajme, Ze gulka najskor prechadza magnetickym a potom elektrickym polom. Zo smeru
zakrivenia pohybu v magnetickom poli vieme povedat, Ze gulka ma kladny naboj. Ked potom gulka prejde
do elektrického pola, elektricka sila ma smer zhodny s intenzitou, preto ju bude urychlovat smerom dolava,
¢o naozaj pozorujeme, kedZe rovnakej zmene y-ovej suradnice prislicha ¢oraz va¢sia zmena x-ovej suradni-
ce. Keby sa gulka pohybovala v opa¢nom smere, z trajektdrie pohybu v elektrickom poli by sme usudzovali,
ze spomaluje, preto by musela mat kladny naboj, no to by znamenalo, Ze po prechode do magnetického pola
by musela zatdcat do opac¢nej strany.

Nech je velkost rychlosti gulky v. Magnetické pole ma smer kolmy na rovinu pohybu, preto bude vzdy kolmé
na vektor rychlosti, a teda velkost magnetickej sily je

F,, = QvB. (26.3)
Magneticka sila je dostredivou silou, teda
2
QvB = UL Q. Sy (26.4)
r m  Br

kde m je hmotnost gulky, a kedZe ma konstantnu velkost, gulka sa bude pohybovat po kruznici. Z obrazka
vieme odcitat jej polomer r = 5 m. Na zaklade smeru zakrivenia vieme zase povedat, ze gulka ma kladny
naboj.

Gulka prechadza plynulo z magnetického do elektrického pola. V mieste prechodu nesmie byt Ziadna ostra
zmena smeru ani velkosti rychlosti, nakolko by to znamenalo nekone¢nu silu v tomto bode. Z obrazka
vidime, Ze v momente, ked gulka vstupuje do elektrického pola, pohybuje sa v y-ovom smere rychlostou,
ktorou vysla z magnetického pola, teda v. Nech gulka pobudne v elektrickom poli po dobu t. Za tento ¢as
prejde v y-ovom smere vzdialenost Ay = 5 m a v x-ovom smere Ax = 10 m. V y-ovom smere nepdsobi
ziadna sila, preto

Ay =vt; (26.5)
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v x-ovom smere poOsobi sila velkosti

F, = QE, (26.6)
takze gulka sa pohybuje rovhomerne zrychlenym pohybom so zrychlenim
E
a=E (26.7)
m
a s nulovou pociato¢nou rychlostou, teda
1 QE
Ax = LQE . (26.8)
2 m
Vylacenim ¢asu z rovnic dostavame
1QE (Ay\’
Ax::—fi—(—z) , (26.9)
2 m\v
v ¢om spoznavame rovnicu paraboly.
Dosadenim za % dostdvame
1 Ay\? 1E (Ay)®
Ax:—ldi—z) o o LB (26.10)
2Br \v 2B rAx

Pre ¢iselné hodnoty zo zadania a od¢itané z obrdzku dostdvame v = 0,5 m/s.

Najedeny hroch je homogénna gula s polomerom r a hmotnostou m. Moment zotrvacnosti takéhoto
telesa mozno poznate aj spamiti, ak nie, pomozu tabulky. Je to
2

hzgmﬂ. (27.1)

To bolo Iahké! Ako je to ale s hladnym hrochom? Ten ma tvar gule, z ktorej stredu je vyrezana mensia gula
s polovi¢nym polomerom. Moment zotrva¢nosti takéhoto telesa vypocitame tak, Ze od momentu zotrvac-
nosti najedeného hrocha od¢itame moment zotrva¢nosti zaludka. Zalidok je gula s hmotnostou m/8, a teda
s polomerom r/2, takZe moment zotrva¢nosti hladného hrocha je

2 2 231
I = “mr* - _ﬂ(f) = mrt. (27.2)
5 58\2 80

Teraz si spomenme na zakon zachovania energie. Nech sa hrochy nachddzaja vo vyske h nad Nilom, a teda
pocas valenia klesnu prave o tuto vysku. Najedenému hrochovi klesne jeho potencidlna energia o mgh. Tato
energia sa premeni na rota¢nu a transla¢nu zlozku kinetickej energie hrocha. Navyse pre uhlovu rychlost
valenia sa hrocha plati w = v/r, pretoze hroch nepresmykuje. Preto pre najedeného hrocha mézeme pisat

1 my 1,
mgh=—-L[—| +-mv
& 21(r 2"

1
= —mv] + Emvf (27.3)

https://physics.naboj.org/ 30 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

=

ke 25. Fyzikdlny Naboj, 2022 Vzorové riesenia

odkial tipravou dostaneme

v = ? gh. (27.4)

Teraz rovnako spocitame aj rychlost hladného hrocha. Nesmieme ale zabudnut, Ze tento hroch ma hmotnost
len Zm. Potom

7 1 vz)z 17
—mgh=—-L|—=| +-—-mv
&n=5 2( - 2
31 7
= —mv; + —mv; (27.5)
160 16
101
160
a odtial
140
va=1\/ ——gh. 27.6
2 1018 ( )

Teraz nam uz len staci dat do pomeru tieto dve rychlosti

n_ V202 (27.7)
1%} 14 '

a zistime, Ze najedeny hroch sa dokotula do vody vyssou rychlostou.

Pri ponarani lopty postupne narasta hydrostaticky tlak a tym sa zmens$uje objem plynu v nej. Ked
sa objem lopty zmensi natolko, Ze jej priemernd hustota presiahne hustotu vody, tiazova sila definitivne vyhra
nad vztlakovou a lopta sa uz sama nevynori.

Ozna¢me si m = 0,1 kg hmotnost prazdnej lopty, Ry jej polomer a V; = 4R} ~ 0,0042 m? jej objem pred
ponorenim. Ked Lucy naplni loptu vzduchom, jej hmotnost narastie o hmotnost vzduchu a celkovo teda
bude mat hmotnost

M =m+ Vyp,, (28.1)
kde p, je hustota vzduchu pri $tandardnej teplote a tlaku. Pretoze Lucy ponara loptu velmi pomaly, tep-
lota plynu v nej ostane pocas celého procesu rovna teplote vody a pojde teda o izotermicky dej. Vieme, ze

v izotermickom deji plati pV = konét., takze aj stcin tlaku a objemu vzduchu v lopte ostava pocas pondrania
rovnaky.

Tlak na hladine vody je jednoducho len atmosféricky tlak po. V hibke h k nemu pribida hydrostaticky tlak
pwgh, kde p,, je hustota vody. Objem lopty v hibke & 0znaé¢me V. Potom plati

poVo = (po + pugh)V. (28.2)

Z tejto rovnice uz jednoducho vyjadrime objem lopty v hibke A

V=y,— 2o
Po

_. 28.3
T (28.3)
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Aby sme nasli hrani¢nt hibku, potrebujeme zarucit, aby hustota lopty bola rovna hustote vody, teda

M
= =), 284
v =P (28.4)

Teraz ndm staci len dosadit hmotnost M z rovnice 28.1 a objem V lopty z rovnice 28.3 a dostaneme

+ Vopa
T Pa_ (28.5)
Vo—22

Potpwgh

a vyjadrit hibku k. Vysledok je

o Po 47R} p,y
pwg\3m +4nR3p,

- 1) ~ 392 m. (28.6)

KedZe na sustavu neposobia Ziadne vonkajsie momenty sil, jej celkovy moment hybnosti sa musi za-
chovat. Naopak energia sa nezachovava, pretozZe v nej pdsobi trenie a nejaka cast kinetickej energie sa preto
prementi na teplo. Ak I; je moment zotrva¢nosti disku, poc¢iato¢ny moment hybnosti sustavy je L = [ w.

Po roztoceni §tvorca s momentom zotrvac¢nosti I, sa celkovy moment zotrva¢nosti zvysi na I; + I, a uhlova
rychlost sa zniZi na w’. Moment hybnosti bude teda L = (I;+1,)w’. Zo zdkona zachovania momentu hybnosti
potom uz vieme jednoducho vyjadrit hladana uhlovt rychlost ako

I
Il + 12

/

w. (29.1)

Zostava nam este vyjadrit jednotlivé momenty zotrvac¢nosti. Moment zotrva¢nosti homogénneho disku ro-
tujiiceho okolo jeho osi je I; = 3m;r?, v naSom pripade teda I; = Zor*. Moment zotrva¢nosti homogénneho
$tvorca s osou prechadzajicou jeho stredom vieme urcit za pomoci Steinerovej vety a vlastnosti, Ze takyto
$tvorec vieme vyskladat zo $tyroch mensich $tvorcov s polovi¢nou dlzkou strany a s osou prechadzajtiicou
jednym z ich vrcholov. Vyjadrime si moment zotrva¢nosti celého $tvorca ako I, = Km,a? = Koa* s neja-
kou neznamou konstantou K. Ide o aditivnu veli¢inu, takze sa bude rovnat jednoducho su¢tu momentov
zotrvaénosti spominanych $tyroch mensich $tvorcov. Tie budt mat $tvrtinovii hmotnost, polovi¢nu dizku
strany a os budd mat vo vzdialenosti [ = 2% od ich taziska. Konstantu K budu mat ale stdle rovnaku. Preto

2
Kmya® = 4 K@(f) M)
2\2) "

Koa* :4(K0(§)4+0(§)2($)2)’ (29.2)
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Moment zotrva¢nosti velkého $tvorca bude teda I, = ¢ 0a* a hladand uhlova rychlost

s
I _ 2

w= w.
Zort + toat 3mrd + a4

4

or 3mrt

(29.3)

Rezistor kladie elektrickému prudu odpor a vznikda v nom Joulovo teplo. Zaroven ale nejaké teplo
aj straca, pretoze je v kontakte s okolitym vzduchom, a vieme, Ze stratené teplo je imerné rozdielu teplot
rezistora a okolia. Vykon, ktorym teplo v rezistore vznika, je

U2
P.=UI=—. (30.1)
a vykon, ktorym teplo z rezistora odchadza, je
P_=kS AT, (30.2)

kde S je plocha povrchu rezistora, AT je rozdiel teplot rezistora a okolia a k je nejaka konstanta zavisld od
tvaru a materidlu rezistora.

Teplota rezistora sa ustali, ked prijima prave tolko tepla, kolko ho aj odovzdava, teda P, = P_, ¢ize

2 2
U _ksar = ar-=". (30.3)
R RkS
Odpor vodica s dlzkou € a plochou prierezu S po¢itame ako
4
R=p, (30.4)

kde p je rezistivita materidlu. Ak a-krat zvi¢sime kazdy rozmer vodica, € sa zva¢$i a-krat a S sa zvacsi a-
krat. A plati to pre [ubovolny vodi¢, pretoze aj ak ma v rdznych miestach roznu plochu prierezu, kazdy z nich
v €C

sa zvacsi a?-krat. Rezistor je vlastne len nedokonaly ,vodic a teda ak a-krat zvic¢sime jeho rozmery, jeho
odpor sa zmensi a-krat.

Rezistor a-krat vacsi sa ustali na inej teplote 75 a rozdiel jeho teploty oproti okoliu bude AT, = T, — Tj,. Suc
vyzbrojeni touto vedomostou sa mézeme vrhnut na rovnicu 30.3, z ktorej sa stane

U? 1 U2 1
= — AT (30.5)

AT, = ==
*" Rra2S aRkS «a

Zo zadania je v tejto tlohe a = 2, a preto AT, = 1 AT. Pre maly rezistor je rozdiel teplot AT = T, — Ty, pre
velky to je AT, = T, — Ty. Po dosadeni tychto vyrazov do rovnice vieme vyjadrit ustdlenu teplotu velkého
rezistora ako

T+ T

T, 5

Moment zotrva¢nosti hviezdy mozno uréit ako sti¢et momentov zotrvac¢nosti jednotlivych ty¢i okolo
osi prechadzajuicej taziskom hviezdy. Moment zotrvacnosti ty¢e s hmotnostou m a dlzkou d okolo osi pre-
chadzajicej jej taziskom je Iy = $md?. Ak chceme vypocitat moment zotrva¢nosti okolo inej paralelnej
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osi, mdzeme pouzit Steinerovu vetu, ktora hovori, Ze moment zotrva¢nosti okolo novej osi mozno vypocitat
z momentu zotrvacnosti okolo osi prechadzajucej taziskom ako

I =1+ mx?, (31.1)

kde x je vzdialenost paralelnych osi.

V pripade hviezdy je vzdialenost osi prechadzajticej taziskom tyce a hviezdy tretina taznice ,trojuholnika®
ktorého tazisko je zhodné s taziskom hviezdy. Dlzku taznice rovnostranného trojuholnika mozno urcit z Py-

tagorovej vety ako
2
= \| a2 - (i) N (31.2)
2 2

Moment zotrvac¢nosti hviezdy okolo taziska je preto

2
I=6(Io+m(£) ):6(lmd2+lmd2) = md>. (31.3)
3 12 12

Potrebnu tuhost pruziny pouzitej v Dusanovom vytvore spoc¢itame pomocou metédy virtualnych prac.
Ta hovori, Ze ak sa systém infinitezimalne vychyli z rovnovaznej polohy, jeho energia sa nezmeni. Cely vytvor
je osovo sumerny, a teda sa nam staci pozerat na jednu jeho polovicu, druhd musi vzdy robit to isté.

Obrazok 32.1: Rozmery ,umenia“v rovnovdznej polohe

Zo zadania vieme, Ze Dusanov systém je v rovnovaznej polohe, ked je pruzina natiahnut4 na dizku L. Vtedy
vieme vypocitat vysku systému (ozna¢me si ju 2h) z Pytagorovej vety. Plati

2
L= (g) +ht, = h= ?L. (32.1)

Celkova potencidlna energia systému je suc¢tom potencidlnych energif $tyroch ty¢i v gravitacnom poli a po-
tencidlnej energie natiahnutej pruziny s tuhostou k. V rovnovéznej polohe st taziska dvoch ty¢i vo vyske 2
a dalsich dvoch ty¢i vo vyske 2. Energia je preto

1 1 1
E:Z(Emgh+%mgh)+§kL2:4mgh+5kL2. (32.2)
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Pripustme teraz, Ze sa pruzina natiahne o infinitezimalnu dlzku dx. KedZze dl7ka ty¢i sa nemozZe zmenit,
vyska h sa zmeni na h + dh, pricom stale plati Pytagorova veta

2
L*= (L +2dx) + (h+dh)™. (32.3)

Ak zanedbame infinitezimalne zmeny vo vy$§om ako prvom réade, ¢ize (dx)? a (dh)?, dostaneme vztah medzi
zmenou vys$ky a natiahnutim pruziny

L
= ——dx. 2.4
dh "y dx (32.4)

Pozrime sa teraz na energiu, pricom opéit zanedbame infinitezimalne prispevky vo vy$$om ako prvom rade

E=4mg(h+dh) + %k(L +dx)* ~ amg(h +dh) + %k(LZ +2Ldx). (32.5)

Vieme, Ze energia sa nezmenila, z ¢coho dostaneme

0=4mgdh+kLdx = (—mg% +kL) dx. (32.6)

Trividlnou upravou a dosadenim za h kone¢ne dostaneme tuhost pruziny, ktort Dusan pouzil,

mg _ 2 mg

h 3L’

(32.7)

Oznac¢me si vyznacné stavy postupne 1 az 6, ako su zaznacené na prilozenom pV diagrame 33.1. Plyn

evyve

dopocitat zo stavovej rovnice teplotu v lubovolnom stave, takze v kazdom zo $iestich vyznac¢nych stavov
pozname objem tlak aj teplotu.

p
3pt 3 4
/]
2p+ 2 W 5
PT 1 6
] ] ]
I

T 1
v 2v 3v V

Obrazok 33.1: pV diagram so zakreslenymi vyznacnymi stavmi.
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Zaujima nas uc¢innost tepelného stroja. Ta je definovana ako podiel ziskanej prace za jeden cyklus a mnozstva
dodaného tepla
w

) Qin.

n (33.1)

Zac¢nime pracou. Pri malej zmene objemu AV plyn vykona pracu AW = p AV. Geometricky na prilozenom
pV diagrame to zodpoveda ploche obdlzni¢ka so irkou AV medzi krivkou grafu a objemovou osou. Celkova
praca medzi dvoma stavmi je teda rovna ploche pod grafom medzi tymito dvoma stavmi. Pradca medzi stavmi
1 a4 je kladna, t. j. plyn kona pracu, a medzi stavmi 4 a 1 zaporna, t. j. praca je konana na plyne. Celkova
ziskana praca je teda rovnd ploche ohranicenej krivkou’

W = (z + g) V. (33.2)

Podme teraz na investované teplo. Z prvej vety termodynamickej vieme, ze dodané teplo sa spotrebuje na
vykonanie prace a na zmenu vnudtornej energie

Q=W+AU. (33.3)

Vnutornej energia je viak imern4 teplote. Na stupen volnosti ¢astice pripadd energia sk T, no a kedze kazda
¢astica md tri stupne volnosti® a Castic je N,

3
AU = ENk AT. (33.4)

Teplo do termodynamického cyklu dodavame len medzi stavmi 1 a 4. Teplota v stave 4 je podla stavovej
rovnice

V. 3p3V
=Pl P2 o, (33.5)
Vi pVv
Zmena vnutornej energie je potom
3

a vykonand praca medzi tymito dvoma stavmi je rovna ploche pod grafom, teda

Wi, = (5 ; g) V. (33.7)

Celkové dodané teplo do tepelného stroja preto je

Qin = ‘/\/14 + AU14 = (5 + g)pV +12NkT. (338)

?Dva obdlzniky p x V' a dve §tvrtelipsy s polosami pa V.
*Plyn je jednoatémovy, preto ma tri transla¢né a Ziadne rota¢né stupne volnosti.
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Vyuzijuc, ze podla stavovej rovnice pisanej pre stav 1 plati pV = NkT, dostavame

Q= (17 4 g) V. (33.9)

Dosadiac do vztahu pre t¢innost kone¢ne dostavame

(2+3)

(17+§)

n = 0,2 = 20 %. (33.10)

Uloha je geometricky vcelku jednoduchd, trochu nés vak pravdepodobne potrapi vypocet. Z obrézka
v zadani vidime, Ze pre skuto¢né dva parseky plati

2 au

2pc= T (34.1)
a pre Kvikovu jednotku P zas
Zaujima nas teda, kolko je
P-2pc lau B 2 au (34.3)

~ tan0,5” tanl1”’

No a tu pravdepodobne mame problém. Uhol 1” je velmi maly a pocet metrov v parseku je velmi velky. Ked
odcitame dve Cisla, ktoré sa lisia na asi dvanastej platnej ¢islici, kalkulacka ich v pamiti zaokruahli a poskytne
len velmi nepresny vysledok, alebo dokonca povie, Ze rozdiel je nula.*

Preto pouzijeme Taylorov rozvoj. Pre funkciu tangens plati

1 2 17
tanx =x + x>+ —x° + —x’ + ... (34.4)
3 15 315
Oc¢kom odhadneme, Ze pri pozadovanej presnosti 1 km bude stacit pouzit prvy odli$ny ¢len, teda treti rad.

Dostaneme

1 1
2pcw —-2au a Prx——35-lau, (34.5)
X + 3 % + (53)
kde x bude 1”. Po par jednoduchych tpravach dostaneme
2 1 1
P-2pcw~ — - - ——|-lau. (34.6)
x\1+2 1+2
12 3

Ked uz pachame zverstva s Taylorovym rozvojom, smieme pouzit aj linearizaciu

~1-x, (34.7)

*Po¢ital to zvladne. Ten viak pocas sitaze nemdte. Dobra kalkulacka to zvlddne tiez — ak takd mate, tento priklad vim vie
znaéne ulahdit.
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¢o nam rovnicu 34.3 umozni prepisat do tvaru

P-2pcwl 2(1 x 1+x2) tau. 2% c1an.® (34.8)
-2pc~lau-—|1-—=-1+—=)=lau-——=1lau- =. :
P X 12 3 x 4 2

—=oo= a dostaneme vysledok

v s ) e — ,, — m —
Teraz uZ len naspat dosadime x = 1" = 552 = 000

"

1
P-2pcy —-lau= — - 1,5-10° km = 364 km. (34.9)
2 1296 000

Zahrnutim dalSieho ¢lena (o< x°) by sme dostali vysledok iba o asi 2 um odli$ny. Nakoniec este dodajme, Ze
moderna definicia parseka uz nerata ani s tangensom uhla, ale ho definuje priamo ako 1 au - 42,

Vysledna teplota zrkadlovej sféry v rovnovaznom stave vobec nezavisi od toho, ako vyzeralo ¢ierne
teleso vo vnutri, na akej teplote sa ustalilo, ked nebolo obalené, alebo aku cast zZiarenia vonkajsia sféra od-
raza spat dnu: ak zdroj energie dodava vykon P, tato energia sa v rovnovaznom stave musi opit aj vyziarit.
Zrkadlova félia ma dva povrchy - vonkajsi a vnutorny - a ich celkova plocha je 2S. Von sa v$ak vyziari len
polovica, ¢ize

1 ~
p= 5ast“, (35.1)

kde T je jeho teplota. V rovnovéznom stave pred obopnutim planéty sférou platilo P = 0ST*, takze teplota
sféry je rovna povodnej teplote planéty. Odpovedou jeteda T = T.

Ako prvé si uvedomime, Ze celé zrkadlo bude radidlne simerné a tlohu si vieme previest na dvojroz-
merny problém v suradniciach z (vyska) a r (vzdialenost od osi otac¢ania) v ststave rotujucej spolu so zrkad-
lom. Pozrime sa na to, aké sily posobia na maly element ortuti. St to

« tiazové zrychlenie ag, ktoré smeruje nadol a jeho velkost je g;

. 7 ’ I , . . rv . . 5 . . I . 5
o aodstredivé zrychlenie ay, ktoré smeruje od osi otac¢ania a jeho velkost rastie linearne so vzdialenostou
ako w?r.

Tomu zodpovedaju potenciély gz a —3w?r2. Celkovy potenciél je teda

1
U(r,z) =gz- szrz. (36.1)

Volna hladina ortuti zaujme taky tvar, aby potencidl na nom bol konstantny (keby nebol, hladina by sa chcela

preusporiadat); a kedze potencial je definovany az na aditivnu konstantu, mézeme si ho zvolit tak, aby na

tejto hladine bol rovny nule. Tvar hladiny teda bude dany krivkou, z ktorej vieme dostat explicitné vyjadrenie
1 w?

— 20 =0 = —72. 36.2
gz 2a)r = z 2gr ( )

V tomto uz vidime parabolu - ostava uz len ur¢it jej rozmery. Rovnobezné luce (v nasom pripade zvislé)
sa budu koncentrovat do jedného bodu - ¢o je v pripade, Ze staviame dalekohlad, celkom prijemné ziste-
nie. Ohnisko ndjdeme najjednoduchsie tak, ze vyhladame lu¢, ktory po odraze od zrkadla bude smerovat
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vodorovne. V mieste jeho dopadu musi byt uhol, ktory zviera zrkadlo s vodorovnou rovinou 45° a zaroven
z-ova suradnica tohto miesta je rovna z-ovej suradnici ohniska. Alebo si mdzeme spomentt, ze parabola
je mnozina bodov rovnako vzdialenych od ohniska a direk¢nej priamky, a teda ze v tomto bode plati z = f
ar=2f. Potom

fzg)—;4f2 = f=4 (36.3)

V momente uzatvdrania valca piestom je vo vnutri tlak p,., a objem vzduchu je SH, kde § je plocha
podstavy a H je vyska valca. Po nadobudnuti rovnovaznej polohy sa piest ustali vo vyske h. Vtedy je vo vnutri
tlak o % vacsi v dosledku silového posobenia pruzinky na piest. Zaujima nas rovnovazna poloha po dost
dlhom case, preto teplota po ustaleni bude rovna pociato¢nej, takze ide o izotermickd kompresiu. Pre nu
mozno pisat

pathH = (patm + ks_h)Sh (371)

Odtial pre hladanu rovnovaznu polohu dostavame®

SPaim \/ ( SPaim )2 SHPam
= - . 2
h o + ok + p (37.2)
Tlak vo vnutri sa teda ustdli na
_ kh _ Dam \/(Patm )2 kHpPm
P = Patm + s~ + 5 + s (37.3)

VychyIme teraz piest z rovnovaznej polohy o x. Takémuto vychyleniu bude zodpovedat pokles tlaku o Ap.
Zaujima nds odozva v prvom momente, teda kym este nestihne prebehnut tepelnd vymena s okolim. To
znamend, Ze ide o adiabaticky dej, pre ktory plati

p(Sh)" = (p = Ap)[S(h+x)]". (37.4)
Odtial
ph*
Ap=p-——0. .
p=p (h+x)° (37.5)
Vratna sila je potom
F:—ApS—kx:—pS[l—(l+%)_ ]—kx (37.6)
a pre malé vychylky
F= —(%ﬁ . k)x. (37.7)

>Berieme kladny koreii kvadratickej rovnice.
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Odtial okamzite vidime, Ze zdanliva tuhost je

K:—E:@+k: 2—%+%+1 k. (37.8)

X h /1 . 4kH
1 + Spatm B 1
Pre ¢iselné hodnoty zo zadania K ~ 1,8 kN/m.

Oznaéme naboj na Jonkinych pali¢kach g, ich dlzku d a hmotnost m. Zaujimaja nds malé kmity, te-
da mala uhlova vychylka ¢ z rovnovaznej polohy (ktora je zjavne taka, Ze palicka stoji kolmo nahor), ¢ize
ak sa nam v rieSeni objavi nejaky vyraz obsahujuci ¢, spravime jeho Taylorov rozvoj do prvého radu, t. j.
¢leny obsahujtce ¢? a vy$Sie mocniny zanedbame.

Na palicku posobia tri sily — gravita¢na a dve elektrické — a kedZe sa palicka mdze otacat okolo svojho spodné-
ho bodu, budu nés zaujimat momenty tychto sil. Gravita¢na sila velkosti mg posobi v polovici dlzky palicky,
takze moment jej sily pri vychyleni o uhol ¢ je $mgsin ¢ ~ 4mgg, pricom vychylku ¢ v smere hodinovych
ruciciek povazujeme za kladnu a takisto kladnym momentom sily rozumieme ten, ktory palicku roztaca
v smere hodinovych ruciciek.

1 1

Obrazok 38.1: Vychylend palicka a vzdialenosti a uhly vo vzniknuvsich trojuholnikoch.

S momentami elektrickych sil je to trochu zlozitejSie. Vzdialenost horného niboja od toho vpravo na stole
nech je ;. Ak na trojuholnik v pravej polovici obrazka 38.1 pouzijeme kosinusovu vetu, dostaneme

rt=d*+d*-2dd cos(g - go) =2d*(1-sin @) ~ 2d*(1- ¢). (38.1)

Stvorec vzdialenosti od lavého ndboja je analogicky r2 = 2d2(1 + ¢). Ak pozndme vzdialenosti, pozndme
uz velkosti elektrickych sil, ale potrebujeme vediet aj pod akym uhlom na néboj na palicke posobia. Preto
sa pozrime na obrazok 38.1 este raz.

Maéme dva rovnoramenné trojuholniky, z ktorych vieme spocitat uhly

T @ T ¢
. ¢ T 9 38.2
YTy, 2Ty (38.2)
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pretoZe sicet vnutornych uhlov v trojuholniku je 7. Dalej takisto vidime, ze
m m
atStx=m a /3+5+y:n, (38.3)

teda

a= (38.4)

(SRRSY

s s
- a f=—+
4 p 4

Na vypocet momentov sil potrebujeme poznat kosinusy tychto uhlov, ¢ize

cosazcoszcongrsinzsingm£+££ (38.5)
4 2 2 2 2 2
a analogicky
2 2
cosf = £ - ig (38.6)
2 2 2

v p p .. . 1. 1.1 ,
Konecne sa dostdvame k momentom sil, kde vyuzijeme Taylorove rozvoje =5 ~ 1+ ¢ a ;o ~ 1 - ¢. Uhlové
zrychlenie € vypocitame z rovnice

q’ 7 d
Je= _d47r£0r12 cosa + d4ﬂ80r§ cos B + S mgsing
7 V2 Vg 7 V2 VZg\ d
v-d——— (1 ——+ =L |+d -y YE_V2P) @

Moment zotrvacnosti tyce otacajicej sa okolo jej konca je J = imd?, ¢o po dosadeni do predchadzajucej
rovnice dava

3 (¢ 3V2 d
_ 4 , 38.8
¢ md? ( 4mey 4d 2 mg)(p ( )
¢ize harmonicky oscilator s uhlovou rychlostou
3 ( ¢ 32 d
7= - = . 38.9
md? (47‘[80 4d 2 mg) (38.9)
Preto je perioda kmitov po dosadeni hodnoét zo zadania
7-2" 1956 (38.10)
w

Ziarovka vyZzaruje svetlo izotropne, teda do vietkych smerov rovnako. S touto znalostou vieme z cel-
kového svetelného toku @ jednoducho spocitat jej svietivost ako

®

I=—.
4

(39.1)
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Okrem toho budeme potrebovat poznat jej jas, teda svietivost na jednotku plochy prierezu pri pohlade pozdlz
fubovolného laca. Ak ozna¢ime polomer ziarovky r, plocha prierezu je 772 a jas
I )

L= ﬁ = 47‘[21’2. (392)

Co sa deje pod lampou? Tienidlo lampy ¢ast svetla odraza smerom nadol, takZe vo vysledku bude osvetlenie
ulice silnejsie, ako keby tam tienidlo nebolo. Ak je Ziarovka priamo v ohnisku paraboloidu, na osi tienidla
vznikne intenzivny zvizok la¢ov. Ziarovka nie je bodovym zdrojom, takze tieto lu¢e nebudu tplne rovno-
bezné. V dostatocnej vzdialenosti priamo pod lampou, teda tam, kde budua uhly velmi malé, vsak urcite
budeme v kazdom bode priestoru vidiet

« bud oblohu (ktord nds ale nezaujima, lebo odtial svetlo neprichadza);
« alebo priamo ziarovku (a teda jas L);

« alebo odraz Ziarovky v zrkadle (a teda rovnako jas L).

Pri danom pomere velkosti ziarovky a tienidla a vysky lampy tato podmienka uréite splnena bude. Celkovo
sa to teda sprava rovnako, ako keby sme mali Ziarovku s priemerom rovnym priemeru tienidla, ale s rovna-
kym jasom ako povodna Ziarovka. Ostdva ndm teda spocitat, akej intenzite osvetlenia to zodpovedd. Na
to nam staci spocitat priestorovy uhol, ktory pri pohlade z cesty zabera tienidlo lampy, a vynasobit nim jas.
Kedze uhly v tlohe st velmi malé, mozeme priestorovy uhol spocitat jednoducho ako

Q~ n(%)z, (39.3)

kde R je polomer tienidla a H > R vy$ka lampy. Intenzita osvetlenia pod lampou potom bude

) R\?
E=L,Q~ m|l —] ~354Ix. 39.4
0 4722 (H) x ( )

Z Keplerovych zakonov vieme, Ze ak nejaké teleso vrhneme v radidlnom gravita¢cnom poli Mesiaca,
bude sa pohybovat po eliptickej trajektdrii s jednym ohniskom F, v strede Mesiaca. Jediné ¢o teda musime
urcit, je poloha druhého ohniska - tak, aby pociato¢nd rychlost bola ¢o najmensia. Ozna¢me si uhlova
vzdialenost medzi Matkom a Kubkom ako ¢. Druhé ohnisko bude lezat na osi symetrie tohto uhla (pozri
obrazok 40.1). Na to, aby sme ho nasli, sa ndm zide tzv. rovnica vis-viva.

8Celkovy svetelny tok sa samozrejme zachovéva: akurét svetlo, ktoré by bez tienidla Ziarilo nahor alebo do bokov, tienidlo
odrdza smerom nadol. Jedine svetlo, ktoré sa od tienidla odrazi naspit na Ziarovku, sa nedostane von z tienidla.
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Obrazok 40.1: Trajektéria kameria. Uhol ¢ bude 90°.

T4 ndm déva do suvislosti celkovii energiu telesa obiehajticeho okolo planéty po eliptickej trajektorii a dlzku
hlavnej polosi elipsy. My ju pouZzijeme v tvare
1 GMm GMm

—mv? - =— (40.1)
2 r 2a

kde vyraz na lavej strane je celkova mechanicka energia (kinetickd a potencialna) pohybujuceho sa telesa
a a je hlavna polos elipsy. Na to, aby sme tato rovnicu odvodili, si zoberieme hmotny bod, ktory obieha
okolo planéty s hmotnostou M po eliptickej trajektdrii. Ozna¢me si vzdialenosti a rychlosti v pericentre
a v apocentre ako r, a v,, resp. r, a v,. Zo zdkona zachovania energie vyplyva rovnost

1 Mm 1 Mm
~mv, - G——=-mv; -G (40.2)
p 2 i
a zo zakona zachovania momentu hybnosti mame
"p
Mv,ry, = Mmv,r, = Vg = vpr—. (40.3)
a
Po dosadeni do rovnice 40.2
1 Mm 1 ,r; _ Mm 1 r 1 1
—myl-G— =-mv2-L -G = —mvi[1-2)=GMm|—-—| (40.4)
2 r, 2 r’ Ta 2 r2 ry Ta
Po vydeleni zatvorkou (1 - (:—")2) a s vyuzitim vztahu 2a = r, + r, dostaneme
1 , GMmr,
—mv, = —,
2P 2a 1,
G (40.5)
1 M M
S - g 22
2 F p 2a
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Zakon zachovania energie ndm hovori, Ze vyraz mv?/2 — GMm/r ostava konstantny pocas celého pohybu
telesa. Odvodili sme si, comu je tato konstanta rovnd v bode najvacsieho priblizenia k planéte, takze musi
byt rovnaka aj pre lubovolny iny bod na trajektdrii. Tym je rovnica vis-viva (40.1) dokazana.

Hladanu pociato¢nu rychlost kamena si ozna¢me v,. Potom bude mat rovnica 40.1 tvar

1 M M 2 1
Y B ¢ i LN vézGM(———). (40.6)
2 R 2a R a

Mozeme si vS§imnut, Ze pociato¢na rychlost je tym mensia, ¢im mensia je hlavna polos elipsy. Musime te-
da ndjst polohu F, druhého ohniska elipsy tak, aby bola hlavna polos ¢o najmensia. Vimnime si este, Ze
ak mame jeden bod A na elipse a spocitame stcet vzdialenosti z tohto bodu do oboch ohnisk (na obraz-
ku |AF| + |AF,|), potom dostaneme 2a. Vzdialenost |AF,| je ale vidy rovna polomeru Mesiaca R¢, takze
minimalizovat m6Zeme jedine vzdialenost |AF,|.

Najkrats$iu moznu vzdialenost dostaneme vtedy, ked to druhé ohnisko bude lezat na spojnici bodov A a B,
ako je nakreslené aj na obrazku. Potom bude platit

2a = |AF| + |AR)| = R@(l +sin g) (40.7)

a ak toto dosadime do rovnice 40.6, vyjadrime rychlost v a dosadime za ¢, dostaneme

oo | 2OMc (1 _ | M 2V/2 (40.8)
0 R¢ 1+sin? Re 2+2 '
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Vysledky
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