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Zadania

Nedavno zaviedli na trojprudovom dialniénom tseku medzi Bratislavou a Trnavou nasle-
dovné obmedzenia: Vo vSetkych pruhoch je maximalna povolen4 ryjchlost 110kmh~! a vozidl4
musia dodrziavat minimalny odstup 70 metrov. Kolko najviac vozidiel s dizkou 4 metre dokaze
prejst tymto tsekom za hodinu, ak vSetci vodi¢i dodrzuju dopravné predpisy?

Roémeo daroval Julii privesok s medailénom v tvare srdca zlozeného z troch rovnostrannych
trojuholnikov. Medailén je vyrobeny z plechu s konstantnou hriibkou. Najdite polohu jeho
taziska, ak viete, ze strana najvicsieho trojuholnika ma dlzku a.

Prepilit kmen na 3 Casti trva 12 minut. Kolko trva prepilit ho na Styri casti?

Prvi polovicu cesty do zelovocu (¢o do vzdialenosti) som presiel rychlostou 45 km /h. Akou
rychlostou musim prejst druhi polovicu, aby som mal priemernt rychlost 100 km/h?

Hokejové klzisko mé plochu S = 1800m? a lad na fiom vazi m = 240 ton. Ak4 hrub4 je
Tadova plocha, ak hustota ladu je p = 900 kg m—3?

vas Ciselny vysledok.

Squashovit lopticku pustime z vysky H, no odrazi sa len do mensej vysky h. Aky bol
pomer velkosti jej rychlosti tesne po a tesne pred odrazom od zeme?

Nazbierali sme 1kg uhoriek obsahujtcich 95 % vody. Casom trochu vyschli a obsahuji uz
len 90 % vody. Kolko vézZia teraz?

Obyvatelia Sturaku (internatu v Mlynskej doline) maji $tandardné problémy s holubmi,
ktoré im Spinia balkény. Uvazujte holuba letiaceho vodorovne rjchlostou v priamo k Sturdku.
V akej vzdialenosti od Sturdku musi holub vypustif svoj exkrement, ak chce trafit balkén
nachadzajici sa o h nizsie?

Paky, ktorych dlzky st v pomere 4 : 2 : 3, st spojené $pagatmi, ako znazoriuje obrazok.
Aky je pomer sil F; a F5, ak je sustava v rovnovahe?
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Dva mravce sa nachadzajt na protilahljch vrcholoch harku papiera tvaru obdiznika so
stranami a, b. Oba sa zacnui naraz pohybovat rychlostou v. Jeden po hrane papiera, druhy
krizom cez papier tak, ako to znazornuje obrazok. Pod akym uhlom « sa mé pohybovat druhy
mravec, aby sa oba mravce stretli v jednom bode na hrane papiera?

v

W—» . ""

V roku 2010 bola Nobelova cena za fyziku udelena za objav grafénu. Grafén je material
tvoreny jednou vrstvou atémov uhlika usporiadanych do sestuholnikov (pozri obréazok). Dizka
vizby C-C v graféne je d = 0,142nm. Vypocitajte hmotnost uhlika v graféne potrebnom na

pokrytie povrchu futbalového Stadiéna s rozmermi 50m x 100 m. Hmotnost jedného atému
uhlika je mc = 1,99 - 10723 g.

Loptu som hodil kolmo nahor tak, Ze velkost jej rychlosti bola rovnaké po ¢ase t aj po
case 2t. Ako vysoko som loptu vyhodil? Odpor vzduchu neuvazujte.

Kocka z istého materidlu klesa vo vode s pociatoénym zrychlenim a. Ked pod fiu ponorime
rovnako velkl kocku vyrobent z iného materialu, obe kocky sa buda pokojne vznésat vo vode.
Ak& Cast druhej kocky vy¢nieva z vody, ked pléava sama?
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V africkej savane zija gepardy a gazely. Gepardy lovia gazely. Gepard sa pri love pohybuje
tak, ze rovnomerne zrychluje so zrychlenim a z nuly po maximdalnu rychlost vy.,, po ktorej
dosiahnuti sa unavi a okamzite zastane. Gazela bezi konstantnou rychlostou u bez zrychlovania.
Ked gazela zbada zrychlujiceho geparda, okamzite zacne bezat. V akej maximalnej vzdialenosti
dmax 0d gazely moze zacat gepard zrychlovat, ak chce gazelu ulovit? Manévrovanie neuvazujte.

Na rybniku s plochou S plava na lodke s plochou Sy vasnivy lovec pokladov Maximi-
lidn. Ako sa zmeni vyska hladiny rybnika, ak Maximilidn vytiahne z jazera na lodku poklad
s hmotnostou m a priemernou hustotou p viiésou ako hustota vody pg?

Na obrazku je zakresleny cyklicky dej s idedlnym plynom v pV-diagrame. Prekreslite
tento dej do T'V-diagramul!

D A
2pq foeees B > ¢
A /
p ________ <
A D
v, 3, V

Néjdite moment zotrvacnosti symetricky splackateného toaletného papiera s hmotnostou
m, vyskou h, s vonkajsou stranou dlzky a a vnttornou dlzky b okolo osi O (pozri obrazok).
Vyuzite, Ze moment zotrvacnosti plnej kocky s hmotnostou m a so stranou a okolo osi precha-

dzajucej stredmi protilahlych stran je I = %maQ.

Ked si sadnem na mokru fit loptu nafikana tlakom p, otlaéim na zem mokry kruh
s polomerom 7. Kolko vazim?

Chceme zmerat tlak vzduchu na vrcholku hory Mont Blanc. Preto sa nan vysStverame a
miestnym vzduchom s teplotou —13 °C naplnime dvojlitrovii mékka flasu. Po zideni na troven
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mora, kde je tlak 100 kPa a teplota vzduchu 27°C, sa flasa pokrkvala na mensi objem 1,361.
Aky tlak vzduchu sme zmerali?

7 drotenej kostry kocky odstrihneme tri hrany vychadzajice z jedného vrchola. Aky je
odpor medzi vrcholmi A a B, ak odpor kazdej hrany je Ry?

A

Spocitajte pracu potrebni na vytiahnutie kocky so stranou a a hustotou pyx z vody
v nddobe s obsahom S = 2a?. Na zadiatku sa horni podstava kocky prave dotyka hladiny.
Hustota vody je py.

S=2a>

Skleny polvalec polomeru R je umiestneny oblym povrchom nadol. Uréte, pre akt najvic-
siu vzdialenost = dokéaze svetelny 1a¢ dopadajici kolmo zhora vyjst oblou podstavou polvalca.

>
: Y

Hmotnosti kladiek v nasledujticej schéme st zanedbatelné vo¢i hmotnosti zavazi. Urcte
zrychlenie zavazia M. Trenie neuvazujte.
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Z bodbu su z jedného bdbu za rovnako dlhé nehmotné béby zavesené dva rovnaké bodové
boby kazdy nabity bobom (). Béby spolu s bobom zavesu tvoria rovnostranny bob. Akym
bobom ich musime nabit (znova oba rovnakym), aby tvorili pravouhly bob?

Spiderman m4 zvlastnu schopnost vypustat pavucinu, ktort vyuziva namiesto lana. Akt
maximalnu hmotnost moze udrzat pavucinové vldkno dlhé ¢ = 50m, ak z dovodu jeho vypus-
tenia nechce Spiderman schudnit viac ako m = 1kg. Pavucinové vldkno méa medzu pevnosti
o = 1500 MPa a hustotu p =1,1gcm ™3,

Disk o hmotnosti m; a polomere R sa volne otidca uhlovou rychlostou w. Potom nan
polozime nerotujuci disk s tym istym polomerom a s hmotnostou ms. O kolko sa disky ohreja?
Predpokladajte, ze oba disky st vyrobené z materidlu s mernou tepelnou kapacitou C a ze
maju vsade rovnakt hrubku.

Je zndme, Ze pri kolmom Starte je potrebné vyhodit teleso rychlostou vy, = /2GM/R,
ak mé opustit gravitacné pole Zeme. Akou rychlostou ho treba hodit v smere rovnobeznom so
zemskym povrchom, aby opustilo gravitacné pole Zeme? Rotaciu Zeme zanedbajte.

Vox

Cyklista prejde konstantnym vykonom P za hodinu 50 kilometrov. Potom si oholi nohy
a vykon potrebny na udrzanie pdvodnej rychlosti sa znizi o p. Za aky cas prejde teraz 50
kilometrov, ak bude slapat povodnym vykonom P? Predpokladajte, Ze odporova sila je imernéa
druhej mocnine rychlosti.

Ak4 moze byt hustota palicky, aby na vode plavala tak, ako ukazuje obrazok? (Tj. pre
aké hustoty palicky je tato poloha stabilna?)
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Do skatule so $tvorcovou podstavou o hrane 4R sme dali 5 hladkych gl s polomerom R
a hmotnostou M. Pri pohlade zhora teda vnttro krabice vyzera ako na obrazku. Akou silou F’
posobi kazda z dolnych Styroch gl na kazda bocnu stenu, ktorej sa dotyka?
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Urcte velkost i smer elektrického pola v strede medzi vrcholmi dosiek kondenzétora.
Viete, ze vnutri kondenzatora je elektrickd intenzita velkosti E. Predpokladajte, Ze rozmery
dosiek st radovo viicsie ako vzdialenost medzi nimi.

_I__

P2

Dve druzice sa pohybuju okolo Zeme po tej istej elipse s polosami a a b. V case ich
najvacsieho priblizenia k Zemi sa nachadzaji v malej vzdialenosti d za sebou. Aka bude ich
vzdialenost v ¢ase ich najvicsieho oddialenia od Zeme?

Dve trubice v tvare pismena L s prierezom S st oddelené prepazkou. Zvislé rameno
je naplnené vodou az do vysky h. Zrazu prepazku odstranime. Za aky cas t od odstranenia
prepazky vytecie zo zvislého ramena vSetka voda? Trecie sily neuvazujte.

prepazka

Pefko dostal na Vianoce krasnu elektrostavebnicu. Elektrostavebnica sa skladd z n ko-
lickov, medzi ktoré je mozné napchat najroznejsie suciastky ako napriklad zosiltiovac reliktov
vesmirnej impedancie a podobne. Petko zacal jednoduch$im experimentom — medzi kazdé dva
koli¢ky zapojil jeden odpor velkosti R. Aky vysledny odpor nameria medzi (lubovolnymi) dvoma
kolickami?

6 otazky@fks.sk



FKﬁ Ndboj 2009/2010 Zadania

Hore naklonenou rovinou tahdme homogénny valec s polomerom R a hmotnostou M za
stredovi osku silou F. Aky najmensi musi byt koeficient trenia medzi valcom a naklonenou
rovinou, aby valec v takejto situécii nepresmykoval?

F

Dve velké rovnobezné platne, ktoré sa nachadzaju v malej vzdialenosti od seba, st udr-
ziavané na teplotach 77 > T5. V dosledku ziarenia dochadza medzi doskami k toku tepla Pj.
Potom medzi ne vlozime tretiu vodivii dosku. Aky tok tepla P, bude tiect ststavou po ustéa-
leni teploty tretej dosky? Vyuzite, Ze Zziarenie platni mozno popisat Stefan-Boltzmannovym
zékonom P = 0ST*, kde S je plocha s teplotou T" a o je konstanta.

Vo velkej miestnosti sa nachadza koberec tvaru stvorca. Ak ho rozto¢ime okolo vrchola,
trenim sa zastavi za Cas t. Za aky Cas sa zastavi, ak ho tou istou uhlovou rychlostou rozto¢ime
okolo stredu?

Chlapec ide dievéatu kupit kvety. Od rovného radu kvetinérstiev je vzdialeny x = 600 m,
dievéa y = 400m a medzi nimi je pozdlz radu vzdialenost z = 1100m. Ak chlapec bezi
bez kvetov rychlostou v; = 24km/h a s kvetmi rychlostou v, = 18 km/h, za aky najkratsi
¢as je schopny prist k stojacemu dievéatu aj s kvetinami? Nakupovanie kvetin trva chlapcovi
zanedbatelne kratky cas.

% Kvetindarstva W

O kolko neskor by zacinal demn, keby bola rychlost svetla dvojnasobna? Predpokladajte,
ze Slnko sa nachadza v nekonecnej vzdialenosti od Zeme a teda slne¢né lice sa pohybuji kolmo
na vektor rychlosti Zeme. Lom svetla v atmosfére neuvazujte. Vysledok vy¢islite!

Velmi davno sa [udia prostrednictvom hviezdnej brany dostali do velmi vzdialenej galaxie,
v ktorej neplatia fyzikalne zakony tak, ako ich pozname my. Napriklad pre pritazlivi gravitaént
silu medzi telesami s hmotnostami m a msy vo vzdialenosti r plati

mims

mi1me
Fy=A=52 +B

Y

r3
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kde A a B st konstanty. V snahe zistit ich hodnoty, vyslali [udia sondu a pomocou nej odmerali
kruhovt rychlost v, a tnikovia rychlost v, na trovni povrchu planéty. Vypocitajte hodnoty
konstant A a B. Hmotnost M aj polomer R skiimanej planéty poznate.
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Vzorové riesenia

Hociktoré vozidlo sa dostane na miesto vozidla pred sebou za cas

74 m

_ M 9496
110kmh1 - 4%

Jeden pruh za hodinu prepusti 3600s/2,42s ~ 1486 vozidiel. Dialnicou dokaze prejst trojna-
sobne viacej vozidiel, ¢ize asi 4 460.

Najprv si v§imnime, Ze srdce je symetrické okolo zvislej osi. Polohu faziska v horizontalnom
smere uz teda mame urcent (na osi symetrie) a sta¢i najst vysku faziska. Budeme ju hladat
nasledovne: Najdeme polohu faziska a hmotnost prislichajicu velkému trojuholniku. Podobne,
néjdeme polohu spoloéného taziska a spoloéni hmotnost dvoch malych trojuholnikov. Napokon
najdeme vysledné tazisko tychto dvoch atvarov.

Poloha taziska velkého trojuholnika sa nachadza vo vzdialenosti %v od jeho vodorovnej (aj
kazdej inej) strany, kde v je vyska trojuholnika (a teda v = a\/g). Tazisko kazdého z malych
trojuholnikov sa nachadza vo vyske %v od ich stran (maji dvakrat kratsSie strany, a teda aj
vysky). Spolo¢né fazisko malych trojuholnikov sa preto tiez nachddza vo vzdialenosti %U od
vodorovnej strany velkého trojuholnika.
rikrat tazsi ako maly trojuholnik. Ststava dvoch malych trojuholnikov mé preto oproti velkému
trojuholniku polovi¢nti hmotnost. Tazisko srdca sa preto bude nachadzat dvakrat blizsie k fa-
zisku velkého trojuholnika ako k spolo¢nému fazisku dvoch malych trojuholnikov. Vzdialenost
tazisk velkého a dvoch malych trojuholnikov %v + %v = %v rozdelime na tretiny a poloha vy-
sledného faziska bude v 31 vzdialenosti (teda ¢v) od taziska velkého trojuholnika, ¢o je zaroveii
vo vzdialenosti %'U = %a 3 nadol od vodorovnej strany velkého trojuholnika.

K vysledku sa d& samozrejme prist aj hrubou silou. Sta¢i si rozdelif medailén na viacero
Casti, ktorych hmotnosti m; a polohy tazisk r; pozndme. Znamy vzorec hovori, Ze poloha cel-
kového taziska medailénu je:

Zi ;T
'nr = —< .
DM

Sktste si to!

Staci si uvedomit, Ze prepilenie kmeta na tri ¢asti si vyzaduje 2 rezy. Potom je jasné, Ze
prepilit kmern na Styri casti trva % - 12 minit = 18 minnt.

Do rieSenia prikladu sa pustime pekne po hlave. DIZku cesty do zelovocu ozna¢me d,
rychlost v prvej polovici u, hfadant rychlost v druhej polovici v. Prva polovica cesty mi trvala
%d /u, druhd polovica bude trvat %d /v. Pre priemernt rychlost potom dostavame:

d uv
=2 =2 .
d/u+d/v u+v

Up
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Po troche uprav dostaneme:
v =vpu/(2u—vp).

Avsak v nasom pripade vychadza po dosadeni v zaporné, to znamena, ze druha polovicu by
sme museli prejst za zaporny c¢as, ¢o ako sami isto uznate, nie je mozné.

Toto sa dalo vidiet aj skor a bez vypoctov. Keby sme sa z polovice cesty dostali na koniec
v okamihu (za nulovy ¢as) nasa priemerna rychlost by bola dvojnasobkom rychlosti na prvej
polovici, ¢o je 90km/h. Preto uz nemdzeme maft priemernt rychlost viiésiu ako tato hodnota.

Objem Tadu sa modzeme na jednej strane ur¢it cez jeho hmotnost a hustotu, na strane
druhej cez rozmery. Mame

Sh=m/p = hzsﬂpzwcm.

V hibke h pod hladinou je tlak hydrostaticky plus tlak atmosféricky na hladine p,. Teda
2po = pgh + po, z Coho h = py/pg. Pre standardné hodnoty py = 100kPa, p = 1000kg/m? a
g=1981m/s? je h=10,2m.

Pomer mechanickych energii lopti¢ky po a pred odrazom je h/H — pomer ich potencidlnych
energii v najvyssom bode ich drahy. Tesne pred odrazom a tesne po odraze je celd mechanicka
energia lopticky sustredena do jej pohybovej energie. Pomer pohybovej energie lopticky tesne
po a tesne pred odrazom je vgo / vgred. Odtial ur¢ime pomer vy /Vprea = \/h/H.

Pred vyschnutim vazila suchd hmota uhoriek 0,05kg. Po vyschnuti bolo suchej hmoty
uhoriek tolko isto, ale tvorila az 10 % z celej hmotnosti m. Cize 0,1m = 0,05 kg, z ¢oho hmotnost
uhoriek po vyschnuti vyjde m = 0,5 kg.

Exkrement mé po vypusteni rovnakt rychlost, ako holub, no navyse bude padat volnym
padom. Cas, za ktory exkrement klesne prave o h nizsie dostaneme zo vzfahu pre drahu volného
padu h = %th ako t = \/2h/g. Za tento ¢as sa exkrement priblizi k Sturaku o vt = vy/2h/g.
Také musi byt aj vzdialenost holuba od Sturdku v ¢ase vypustenia svojho sivo-bieleho exkre-
mentu.

Zamerajme sa najprv na stredni paku. Aby bola v rovnovahe, musia byt momenty sil
od Tavého a pravého Spagatu rovnako velké. Zaroven plati, Ze moment sily, ktorym posobi lavy
Spagat na stredni paku, je rovnako velky ako moment sily, ktorym pdsobi na avi paku. Rameno
aj velkost sily sa rovnaji. Podobna rovnost momentov sil plati pre pravy Spagat. Z toho vyplyva,
ze moment sily od Tavého $pagéatu posobiaci na Tavi paku musi byt rovnako velky ako moment
sily od pravého Spagatu posobiaci na pravi paku. Napokon si treba uvedomit nasledovné: Aby
bola Tava paka v pokoji, musi sa moment sily od $pagatu rovnat momentu sily 4/F;. Opét musi
platit podobné rovnost i pre pravy Spagat. Odtial dostavame rovnicu 41F; = 3lF, a rieSenie
F1 . F2 =3:4.

UkaZeme si dve riesenia. Prvé bude priamociare a jednoduché. Druhé bude v sebe obsa-
hovat aj akusi fyzikalnu hibku, no treba sa v fiom pohraf s trochu $karedSou matematikou.
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Prvé rieSenie: KedZe sa mravce pohybuji rovnakou rychlostou a od Startu po ich stretnutie
obom uplynul rovnaky cas, o¢ividne presli rovnaka drahu. Nasleduje uz len matematika. Aby
sme sa vyhli neprijemnostiam so sinusmi a kosinusmi, vyjadrime si drahu oboch mravcov po-
mocou a, b a x, pricom z je draha, ktord v case stretnutia chyba mravcovi na hrane a, aby
hranu presiel celi. KedZze sa obe drahy rovnajd, tak a — x = v/b? + 22 a z toho po umocneni
z = 1(a® — b?)/a. Kedze tga = x/b, tak lahko najdeme vysledok
1(a®— bQ)}

« = arctg [5 5
a

Fyzikalnejsie rieSenie: Pozrime sa na celu situaciu z hladiska vztaznej ststavy, v ktorej
mravec vpravo hore stoji. V tejto stistave ma mravec vlavo dole zlozky rychlosti

vy =v(l+sina) a v, =vcosa.

Aby sa stretli, musi to mat namierené priamo k stojacemu mravcovi. Stadialto mame podmienku

vy l4sina  a
vy_ cosa b’
1 a

= - —tga
CoSs (v b

Ak posledntt rovnicu umocnime na druht a vyuZijeme identitu tg? a + 1 = 1/ cos? o, prideme
k rovnakému vysledku ako predoslym postupom.

Klicové je urcit pocet atémov uhlika N potrebnych na pokrytie Stadidna. Tento podcet
atémov ziskame priamou tmerou, pokial budeme poznat plochu grafénu pripadajicu na jeden
atém grafénu. Preto uvazujme jedno Sestuholnikové ocko grafénu. Jeho plochu najjednoduchsie
ur¢ime rozdelenim na Sest rovnostrannych trojuholnikov ako na obrazku.

Pre plochu Sestuholnika dostavame:
$=6(4d-Lav3) = 3V,

Na jeden Sestuholnik vSak pripadaju dva atémy uhlika. To si moZno rozmysliet napriklad na
zéklade toho, Ze kazdy uhlik sa nachadza len v troch Sestuholnikoch, zatial ¢o kazdy Sestuholnik
obsahuje az Sest uhlikov. Plocha grafénu pripadajtica na jediny atém uhlika je preto:

So =18 =343,

2
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K tomuto vysledku sa dé, samozrejme, dostaf aj inak. Plocha pripadajica na jeden atém uhlika
je ocividne rovnéa obsahu rovnostranného trojuholnika spajajiceho stredy troch susediacich
Sestuholnikov. Takto by sme prisli, ako inak, k tomu istému vyrazu pre Sp.
Ak oznac¢ime rozmery Stadidna ako a, b, tak pocet atémov potrebnych na pokrytie Stadiona
je N¢ = ab/Sy. Hmotnost atémov je preto
ab 4 abmox/g

m = Ncmg = —mg = —

So 9 &

Po dosadeni dostaneme m ~ 3,80 g, tj. asi za jednu mala lyzicku sadzi.

KedZe velkosti rychlosti lopty v ¢asoch t a 2t boli rovnaké, lopta sa musela v ¢asoch t a 2t
nachadzat v tom istom bode (oznacime ho A), akurat v case t letela smerom nahor a v Case 2t
letela nadol. Tato skuto¢nost vyplyva napriklad zo zédkona zachovania energie — celkova energia
lopty v oboch pripadoch mé byt rovnaka. Kinetické energie sa preto budu rovnat iba vtedy,
ked sa budt rovnat potencidlne energie lopty. Tie sa rovnaju, ak je lopta v oboch pripadoch
v rovnakej vyske.

Cely let lopty trval ¢as 3t. Cas ¢t kym sa lopta dostala do bodu A prvykrat, t kym vyletela
do najvyssieho bodu svojej drahy a opif spadla do bodu A a napokon ¢, kym spadla z bodu
A na zem. Cas, ktory uplynul, kym lopta spadla z najvyssiecho bodu svojej drdhy na zem, je
preto %t a 7o vzorca pre rovnomerne zrychleny pohyb (so zrychlenim ¢ za cas %t) dostaneme
maximalnu vysku lopty % gt

Zapiseme si Newtonov zakon pre prva kocku:

pVa=p,mVg—p,Vyg,

kde p; je hustota kocky, V' je jej objem a p, je hustota vody. Taktiez si zapiSeme Newtonov
zakon pre sustavu oboch kociek:

0=pVg+pVg—2p,Vyg,

kde ps je hustota druhej kocky. Tieto dve rovnice o dvoch neznamych (p; a ps) vyrieSime a
dostaneme ps = p,(g —2a)/(g — a). Nakoniec si vSimnime, ze ak ma kocka hustotu ps < p,, tak
jej ponorend ¢ast ma objem V py/p,. Toto je presne objem, ktorého vztlakova sila vykompenzuje
gravita¢nu silu posobiacu na celt kocku. Z kocky bude nad hladinu vyénievat zlomok

1—p2/py=a/(g—a).

Zrychlovanie Geparda trva T = vpyax/a, preto gepard je pri svojom behu schopny prebe-

hnat najviac vzdialenost

%a(vmax/a)Q = %Urznax/a :

Vzdialenost d bude zrejme maximéalna vtedy, ked gepard dobehne gazelu presne na konci svojho
zrychlovania, t.j. v ¢ase T'. V reci rovnic:

%vfnax/a = dmax +uT = dmax = (%Umax - u) Umax/a
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Vsimnite si, Ze na to, aby mal gepard Sancu gazelu dobehntf musi dosiahnut aspoti dvojnasobok
jej rychlosti.

Ozna¢me pokles hladiny = a pokles lodky (vzhladom na zem, tj. nie vzhladom na hla-
dinu!) ako y. KedZe mnozstvo vody v jazere sa nezmeni, musi platit

(S — S())ZE + S()y = m/p

Cize klesnuta voda vyplni miesto, kde sa povodne nachadzal poklad. Dalej vieme, ze lodka musi
vzhladom na hladinu klesnit o tolko, aby narast vztlakovej sily kompenzoval tiaz vyloveného
pokladu

So(y — x)pog =my .
Tym sme dostali dve rovnice o dvoch neznamych, z ktorych pre x uz rychlo dostaneme:
- m/S m/S
Ty T T

Tu by sme mohli skon¢it. VSimnime si vSak, Ze p > pg, takze x < 0. To znamena, Ze ak z jazera
vytiahneme poklad, hladina stipne. Zvlastne, mozno to lepsie pochopime z alternativneho
riesenia:

Alternativne rieSenie: Archimedov zdkon hovori, Ze vztlakova sila posobiaca na teleso je
rovna tiazi vody s objemom rovnym objemu ponorenej casti telesa. Ak vytiahneme teleso do
lodky, objem ponorenych veci klesne o objem telesa m/p, no stipne o ¢ast objemu lodky,
ktory sa musi ponorit, aby vykompenzoval tiaz telesa. To jest presne podla Archimedovho
zékona m/py. VSimnite si, Ze to je viac, ako vytlacal poklad, ked lezal na dne! Celkovy objem
ponorenych veci v rybniku teda stiipne o:

m - m

Po P
To je ekvivalentné tomu, akoby sme do rybnika priliali zodpovedajice mnozstvo vody, hladina
teda stipne o:
m/S m/S
Po P

Casti AB a C'D deja prebiehaji pri konstantnom objeme, ¢o sa nezmeni ani po prechode
do T'V-diagramu. Pozrime sa na c¢asti BC' a DA deja, ktoré prebiehaji pri konstantnom tlaku.
Z rovnice idealneho plynu pV' = NET vyplyva, Ze pri tychto castiach deja je tlak priamo tmerny
teplote. Tieto casti deja sa preto v T'V-diagrame zakreslia ako casti priamok vychadzajuicich
z bodu [0;0].

Zostéava urcit teploty v jednotlivych bodoch. Oznaéme teplotu v bode A ako:

poVo
Ty = .
T Nk
Zo stavovej rovnice lahko ndjdeme hodnoty Ty = Ty, T = 2Ty, Tc = 615 a Tp = 3Ty. So
ziskanymi informéciami uz jednoznacne najdeme hladany priebeh deja v T'V-diagrame:
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|4 3V, vV

Moment zotrvacénosti ststavy tvorenej hmotnymi bodmi je I = Y. m;r?, kde m; je
hmotnost hmotného bodu v kolmej vzdialenosti r; od osi otdc¢ania, vzhladom na ktort mo-
ment zotrvac¢nosti ratame. Kedze ide o kolmu vzdialenost, mé homogénna kocka so stranou a
rovnaky moment zotrvac¢nosti vzhladom na os prechadzajicu stredmi protilahlych stran ako
rovnako hmotny homogénny kvader so Stvorcovou podstavou strany a vzhladom na os pre-
chadzajicu stredmi podstév. Ak by teda toaletdk hustoty p nemal dutinu, bol by moment
zotrvacnosti I = %pha‘l. Ked teraz dutinu s podstavou b vyrezeme, musime od I odpoditat
moment zotrvacnosti vyrezanej casti. Teda

I = ¢ph 4 %phb4 = éph(a4 —bY).

Toto uZ len upravime vyuZijic fakt, Ze hmotnost toaletdku s dutinou je m = ph(a® — b?).
Dostaneme I = ¢m(a® + b%).

Ked naSa zadnica spocinie na lopte, v rovnovéhe je sila, ktorou tla¢ime na loptu, rovna
sile, ktorou aj lopta tla¢i na zem. Ak by to nebolo tak, rozdiel sil by loptu urychloval nejakym
smerom. Lopta teda tlaci na zem silou F' = mg, kde m chceme urcit.

Teraz zaostrime svoj bystry zrak na kus lopty, ktory sa pod nasou farchou prikvacil k zemi.
Z vnutornej strany lopty nan vzduch posobi tlakom p. Z druhej strany vsak tiez zem tlaci na
materiadl nejakym tlakom. Ten musi rovnaky, inak by rozdiel tlakov sposoboval silu, ktora by
material dalej deformovala alebo urychlovala v nejakom smere. V rovnovahe musi byt teda tlak,
ktorym lopta tlac¢i na podlozku, rovny tlaku vzduchu v lopte.

Teraz vyuzijeme definiciu tlaku a dosadime vsetky veli¢iny, tykajice sa toho, ¢o sa pod
loptou odohrava. Mame:

= F/S = mg
b r2’
odkial pre nasu hmotnost dostavame m = prr?/g.

Pri rieSeni sme zanedbali skutocnost, Ze pod nasou farchou méze lopta zmenit svoj objem.
Navyse, celd argumentécia prejde len pre ,méikka“ loptu, kedy spodné cast lopty naozaj prilne
k povrchu. Pre ,tvrda“ loptu, ktord zostéava oblad aj pri zataZeni, treba totiz uvazovat eSte
tahovt silu povrchu (taka, akou posobi napriklad aj pruzny povrch baléna). Je to ta ist4 sila,

.....

zvonku. Zamyslite sa nad tym!
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Pre vzduch vo fTasi plati stavova rovnica idedlneho plynu. TakzZe si ju napiSem pre situaciu
hore a dole. Plati
phorthore —nR = pdolevdole

Thore B Tdole ’
teda:

Vdole Thore

Phore = Pdole .
Vhore Tdole

Pri dosadeni stac¢i spravne premenit stupne Celzia na kelviny a dostaneme pre tlak vysledok
Phore = D9 kPa.

Na zaciatok celtl kocku splacatim a prekreslim do roviny. Kazdu hranu kocky repre-
zentuje rezistor s odporom Ry. Teraz si vS§imnem, Ze je to celé symetrické podla priamky AB.
Symetricky postavené body mézem kedykolvek rozpajat a spajat vodi¢mi, ako sa mi zapadi,
pretoze musia mat rovnaky potencidl (takze aj tak medzi nimi netecie ziadny prad). Mézem
rozseknut vSetky uzly ktoré lezia na osi AB v smere rovnobeZnom s touto osou, v tomto smere
nimi aj tak ziadny prid netecie. Lenze ¢o s tym jednym odporom, ktory lezi presne na osi
symetrie? Oc¢ividne ho mozem nahradit nie¢im, ¢o mé rovnaky odpor ako on, a to nieco su
dva paralelne zapojené rezistory, kazdy s odporom 2R,. Teraz to uz teda naozaj rozseknem
a dostanem zapojenie pozostavajice zo samych paralelnych a sériovych zapojeni:

Tak to celé poratam:
1

R =2[Ry+1/(Ry" +iRMH] ",

¢o po uprave vyda R = %Ro.

Celkova praca potrebna na vytiahnutie kocky z vody sa rovna zmene potencialnej energie
sustavy kocka + voda. Pri vypocte zmeny potencidlnej energie ststavy budeme uvazovat iba
kocku a vodu vo vyske od —%a do %a. Potencialna energia zvysnej vody sa totiz nezmeni.
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Obr. 1: Stav pred a po vytiahnuti kocky

Na zaciatku je tazisko vody aj kocky vo vyske h = 0, ¢omu prislicha potencidlna energia
E,; = 0. Co sa stane po vytiahnuti kocky tesne nad hladinu? Vsimnime si, Ze nddoba ma
dvojnasobnu podstavu oproti podstave kocky. To znamena, Ze voda z intervalu vysok [—%a, %a]
vyplni teraz uz iba poloviény interval [—%a,O]. Jej tazisko sa nachadza vo vyske —%a a jej
potencialna energia je —}La‘lgpv. Kocka mé po vytiahnuti podstavu vo vyske h = 0, jej fazisko
je vo vyske h = %a, ¢omu zodpoveda potencidlna energia %a"‘g,ok. Celkova potencidlna energia
ststavy kocka a voda po vytiahnuti kocky je Epyy = ia4g(2pk — py). Pracu teraz uz jednoducho
urc¢ime ako rozdiel potencialnych energii

W=FE;,—FE,;= }la4g(2pk — py) -

Hmm, preco by nemalo svetlo prejst? Ved na sklo dopada kolmo a teda sa neohyba,
potom dopadne zvnutra na ten obly povrch, a... jasné, medzny uhol.

Z obrazku vidime, Ze ¢im vicSia je vzdialenost x, tym vAcSi je aj uhol o vyznaceny na
obrazku. Pre tento uhol plati zakon lomu:
sina 1 sin 3

- =— = sina= )
sinff.  n n

Vyraz sin § vSak moze nadobtudat hodnotu najviac 1. Vtedy 1a¢ optsta polvalec v smere rovno-
beznom s povrchom. Aby 1G¢ mohol vyjst z polvalca, tak sin v < 1/n. Nés zaujima pripad, ked
nastava rovnost — takzvany medzny uhol. Napokon z trosky geometrie vidim, Ze sina = z/R.
Ak to dame celé dohromady, dostavame = < R/n.
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Nezabudli sme vSak na nie¢o? Nemoze sa stat, Ze nejaky 1a¢ pre 2/ > z prejde oblou
podstavou po jednom alebo viacerych vnatornych odrazoch? Nasledujtci obrazok nas presvedci,
zZe nie:

A

Zo zakona odrazu vieme, ze uhol PAS je rovnaky ako uhol SAB. KedZe trojuholnik ABS je
rovnoramenny, bude rovnako velky aj uhol ABS a tak dalej. Vidime, Ze vSetky uhly o, o, o, . ..
st rovnaké. Ak 1u¢ nedokaze prejst podstavou v bode A, neprejde ani v dal$ich vyznacenych
bodoch. Lu¢ sa z polvalca dostane von az po niekolkych odrazoch hornou podstavou.

Kedze dizka lana sa nemoze menif, zavaZia mq a mo budi maf rovnako velké zrychlenia
opacného smeru. TieZ si treba uvedomit, Ze tieto zrychlenia buda dvakrat mensSie ako velkost
zrychlenia zévazia M. O tom sa mozno presvedcit napriklad tak, ze ak zévazie M posunieme
doprava o dlzku z, viska zavazi m; a msy sa zmeni len o %:1:, pretoze lano pribuda, resp. ubtuda
na oboch stranach kladky.

Ked uz vieme, v akom pomere st zrychlenia jednotlivych zévazi iba kvoli geometrii prob-
lému, méZzeme urcit velkost zrychlenia zévazia M. Oznaéme pnutie v Tavom lanku ako 7} a
v pravom ako 75.

I\T, v 1,7,
T, 1,
LY YT
AT,
mlg
m,g

Pnutia st po celej dlzke konstantné, pretoze kladky povazujeme za nehmotné. Potom, ak za
kladny smer a vezmeme zlava doprava, mozeme zapisat pohybové rovnice jednotlivych zavazi:

mig — 2T1 = —%mla
-1, = Ma
meg — 215 = %mQa

Z prvej a tretej rovnice si mozno vyjadrit 77, resp. T a dosadif do prostrednej. V tejto
rovnici uz ostane len jedind neznama — zrychlenie a. Po tiprave pren dostavame:

a=2g(m; —ma)/(4M + my + my) .
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Je to pomerne komplikovany vysledok. Na niekolkych Specidlnych pripadoch sa vSak moZzeme
presvedcit, ze koresponduje s nasou intuiciou. MoZeme si totiz vSimnaft, ze pre M > m; 5 sa
zrychlenie zmensuje a pre m; = my sustava nezrychluje, v stlade s nasimi oc¢akavaniami.
Alternativne rieSenie cez energie: Ked sa velké zavazie posunie o vzdialenost x, zvicsi sa
jeho kineticka energia o pracu na nom vykonantu W = F'z, kde F je celkova sila nan pdsobiaca.
Kedze F' = Ma, dostavame W = Max. Postranné zavazia sa hybu poloviénym zrychlenim a
prejdi poloviénit drahu, na nich vykonana praca preto bude }l(ml + mg)ax. Narast kineticke;
energie zavazi musi kompenzovat ubytok potencidlnej energie %(ml — mg)gz. Dostavame teda
rovnost:

%(ml —ma)g = (}Lml + }ng + M)a.
Vyjadrenim a z tejto rovnosti energii dostavame povodny vysledok.
Ozna¢me béb nehmotného bobu L. Na kazdy z bobov posobia tri boby: gravitaény bob,

tahovy bob a elektricky bob od druhého bobu tak ako na bobe.
A

L T

V ustalenom bdbe je vysledny bob pdsobiaci na bdb nulovy. Ak je bob medzi bébmi d a béb
bobov M, potom toto dava nasledujuce boby:

2
Tcosa=Fg=k—

dz’
Tsina= Mg,
a teda 0?
ﬁtga: kMg .

Na pravom bobe tohoto bébu je bob, ktory je rovnaky pre rovnostranny aj rovnoramenny bob.
Mézme preto smelo napisat: ) )
LAV

L2 2 L2
kde sme vyuzili, Ze pre rovnostranny bob d = L, pre pravouhly bob d = L+v/2, dalej ze tg45° = 1
a tg60° = /3. Bob, na ktory treba nabif boby, sme oznaéili . Teraz uz hravo dostédvame

g = Qv/12. Bob.

Pavucinové vlakno musi okrem hmotnosti zavazia M udrzat aj vlastni hmotnost m = plS,
kde S je plocha kolmého prierezu vldkna. Maximalna nosnd hmotnost M je taka, Ze napitie
sposobené tiazou bude rovné medzi pevnosti

(M +m)g/S=o0o.
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o
M=m(—-1]),
<€pg )

¢o pre hodnoty zo zadania a ¢ = 9,81 ms~2 déva hmotnost zavazia M = 2780kg. Mary Jane
si diétu davat nemusi.

Po tprave dostaneme:

Na zaciatku je kinetické energia disku rovna Iw?, kde I} = $m R? je moment zotrvad-
nosti disku. Ked nan polozime druhy disk, celkové kinetick& energia stustavy postupne klesne,
a to tak, aby ostal moment hybnosti ststavy zachovany:

hw = (11 + Iy)ws,
pricom [, = %ngz je moment zotrvac¢nosti druhého disku. Kineticka energia ststavy bude:

B,
21+ I

1
5([1 + IQ)WQz

Rozdiel kinetickych energii (pred a po pridani disku) sa premeni na teplo, ktoré zohreje disky:

, 1 L* , 1 LL ,

©= 2L+ L0 2L 4L

Ilw

1
2
Napokon zmenu teploty diskov vypocitame z rovnice Q = ATC(my + ms). Po dosadeni za @,
I, a I dostavame vysledok:

1 mymoR?w?

AT = ———— .
4C(m1 +m2)2

Uloha je zamerne zadana tak, aby vas trochu zneistila. UkaZeme si, Ze tinikova rychlost
na nerotujuicej planéte je rovnakd bez ohladu na smer, pod ktorym teleso vyhodime. VyuZzijeme
pri tom vzfah pre potencidlnu energiu v centralnom gravitacnom poli £, = —GMm/r, kde G
je gravitacnd konstanta, M je hmotnost planéty, m je hmotnost telesa a r je jeho vzdialenost
od stredu planéty.

Vieme, ze pokial telesu udelime primala rychlost, bude sa pohybovat po elipsovitej drahe
(az kym za nejaky ¢as opit nenarazi do Zeme). Ozna¢me najvicsiu vzdialenost telesa od Zeme
pocas pohybu ako d a jeho rychlost v tomto bode ako w. Tieto dve veliiny spolu stvisia
prostrednictvom zdkona zachovania energie i zdkona zachovania momentu hybnosti

imv? = GMm/R = $mu® — GMm/d,
muRsin o = mud ,

kde « je uhol medzi smerom hodenia telesa a kolmicou na povrch Zeme v danom mieste.
Podmienka na opustenie gravitaéného pola je d — oo. Potom podla treticho Keplerovho

zékona T?/a® = konst. aj periéda obehu narastd nad vsetky medze, aZ pri d — oo sa teleso na

Zem nikdy nevrati. Zistime, pri akej rychlosti v tato situacia nastane v zavislosti od uhla «.
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Na to, aby sa teleso mohlo dostat do vzdialenosti d, musi platit

Lm? — GMm/R+ GMm/d >0,

2

pretoze kinetické energia neméze nadobudat zaporné hodnoty. Ak sa mé teleso dostat do ubo-
volne velkej vzdialenosti, tak sa podmienka zjednodusi na

imv? = GMm/R > 0.

70 zakona zachovania momentu hybnosti vSak vidime, Ze ak teleso hadzeme konecnou rych-
lostou, so zvii¢Sovanim vzdialenosti d klesa rychlost u v najvzdialenejSom bode elipsovitej drahy
do nuly. Pri skimani drahy pre najmensiu tnikovt rychlost preto mozeme v predoslej rovnici
polozit rovnost. Po iprave mame

imv* = GMm/R =0 = v=1+/2GM/R

bez ohladu na uhol a.

Na zaver este dodam, preco som pri dokazovani postupoval tak opatrne cez limity zvac-
Sujucich sa elips. Je to kvoli tomu, Ze v skimanom pripade, ked teleso opusti gravitacné pole
Zeme, uz jeho pohyb neprebehne po elipse, ale po parabole. V takom pripade najvzdialenejsi
bod trajektorie neexistuje a nasa analyza formalne nemé zmysel.

Ako nam zadanie prezradza, odporova sila posobiaca na cyklistu pri rychlosti v je
F = kv?, kde k je nejaka konstanta. Tak isto vieme, Ze ak sa cyklista pohybuje rychlostou
v proti sile I, jeho vykon musi byt P = Fv. To vieme napriklad z toho, Ze pre pracu, ktoru
vykond na nejakej drahe d, plati W = F'd a z definicie vykonu tiez W = Pt.

Oholenie zmenilo cyklistovi jeho koeficient odporu k. Pred oholenim ho oznac¢me kg, po nom
k. Tiez ozna¢me vy = 50km/h. Zo zadania dostavame, ze P = kovg a P — p = kvJ, takze

Rychlost v, ktorou sa bude pohybovat pri plnom vykone, tiez lahko vypocitame:

P=kv®=0%ko(P —p)/P = wv=uv/P/(P—Dp),

kde sme pouzili P/ky = vs. No a na zaver ¢as, ktory mu bude trvat prejst touto rychlostou

50 km bude:
T =50km/v = /(P —p)/Phod.

Pre zaujimavost, pri profesionalnych cyklistoch sa hodnota P pohybuje okolo 450 W a pri
rychlostiach okolo 50 km/h méze byt p niekolko mélo wattov. Pre hodnotu p = 3 W si cyklista
oholenim zlepsi ¢as priblizne o 8 sekiind. Skuste si pozriet vysledky niektorej z ¢asoviek na
velkych pretekoch a uvidite, ¢i moze byt takyto zisk dolezity.

Palicku budeme povazovat za velmi tenkd. VSak od toho je to palicka a nie brvno.
Premyslime si, aké polohy by mohla palicka v rovnovéhe zaujaf. Hned sa ndm pontkaji dve
polohy znézornené na obrazkoch. Polohy, v ktorych je palicka $ikmo, uvazovat netreba. Vtedy
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sa sice vztlakova a tiaZova sila kompenzuji, no pdsobia pozdl# réznych priamok (pdsobiskom
vztlakovej sily je tazisko ponorenej Casti palicky) a ich momenty sil vykompenzované nie si.
Sikmo plavajica palicka sa preto musi otocit do jednej z poloh na obrazkoch. Z toho zaroveni
vyplyva, Ze vzdy je stabilnd prave jedna z tychto dvoch poloh a druhd musi byt labilna. Ktora
je ktord urc¢ime cez energie.

Nazvime polohy na obrazkoch ako ,poloha hore“ a ,poloha na hladine“. Palicka bude pre-
ferovat polohu, ktorej celkova potencidlna energia bude mensia. Podstatné tu je slovo celkova,
pretoze pri vypoctoch nesmieme zabudat na vodu, ktora pri zmene polohy pali¢ky zmeni svoju
polohu tiez.

C . ) S
—~— o |0
—~—
L Z —_— —~
2
e~ N——"
— ~ ~—

Ak budeme merat vysky fazisk od hladiny, v polohe hore je vyska faziska palicky —(x — %L)
Vsimnite si, ze toto Cislo je kladné, ak je z palicky ponorena menej ako polovica, presne tak,
ako o¢akavame. Pri prechode do polohy na hladine sa fazisko palicky dostane do nulovej vysky,
ale z hladiny sa na miesto, kde bola pred tym palicka, musi dostat voda. Hmotnost tejto
vody je rovnaka ako hmotnost palicky, pretoZe presne to je podmienka na rovnovéhu tiazovej
a vztlakovej sily. A po presune na miesto, kde bola palicka sa tazisko tejto vody dostane do
vysky —%[L’. Pre potencidlne energie mozeme teda pisat

E_ = —imgx.
Ako uz bolo povedané, palicka bude ochotna plavat v polohe hore ak F| < E_, alebo
—x+%L<—%x = x>1L

Toto znamena, Ze palicka musi byt ponorend aspon tolko, ako je dlha a teda takto plavat nebude
nikdy.

Najprv zistime, akou silou tladi kazda z dolnych gl na vrchnd. St to $tyri rovnako velké
sily, no na urcenie ich velkosti F; potrebujeme poznat ich smer. Preto si nakreslime rez skatulou
ponad uhlopriecku podstavy.
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Uhol ASC na predoslom obrazku je pravy. Najjednoduchsie sa o tom moZno presvedcit tak,
ze si predstavime eSte Siestu gulu, ktora by sa dotykala Styroch spodnych gl zdola. Stredy
vSetkych Siestich gul tvoria vrcholy pravidelného osemstenu. Zo symetrie je preto jasné, ze
horné a najspodnej$ia gula spolu s dvojicou naprotivnych gil na dne Skatule tvoria rovnaky
Stvorec, aky tvoria Styri gule na dne skatule. Sily F; preto posobia pod uhlom 45° k podlozke.

Z rovnovéhy zvislych zloziek sil posobiacich na hornti gulu méame:

4F; sin45° = Mg = F=1MgV2.

Rovnakou silou posobi aj vrchna gula na kazda gulu na dne Skatule. Neodtla¢i ich vsak,
pretoze na tieto gule eSte pdsobia aj steny Skatule silami F', ktorych velkost vlastne chceme
spocitat. Jednotlivé gule na dne Skatule na seba neposobia Zziadnymi silami, pretoZe st od seba
odtla¢ané hornou gulou.

Ak sa pozrieme na horizontalne zlozky sil posobiacich na niektort zo Styroch gul, zistime Ze

FV?2 = Fj cos45° = F=1MgVv2.

)

Elektrické pole v danom bode je dané ako sucet elektrickych poli od vsetkych bodov
platni kondenzétora. Ked sa pozrieme na situdciu spredu, vidime, Ze elektrické pole od Tubo-
volného bodu A na jednej doske kondenzatora, sa v inom ako kolmom smere vyrusi polom od
protilahlého bodu A’ na druhej doske. Tak isto sa mdZeme na situdciu pozriet zospodu alebo
z TubovoIného uhla s vzdy rovnakym pozorovanim. Teda elektrické pole v ilohe smeruje kolmo
na dosky od kladnej k zaporne;.

Ak& je jeho velkost? Predstavme si, Ze skiimame elektrické pole hlboko v kondenzatore
v strede medzi platnami. Toto elektrické pole je tu dané stctom elektrickych poli od styroch
stvrtrovin kondenzatora a méa velkost E. Od kazdej stvrtroviny je elektrické pole rovnaké, lebo
Stvrfroviny st rovnaké a pole je len v smere kolmom na platne. Preto od jednej Stvrtroviny ma
pole velkost 1 E, ¢o je aj vysledok nasej tlohy.
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Teraz sa naozaj tuho zamysli. Ako zavisi ¢asovy rozdiel medzi prechodmi oboch druzic
tym istym bodom od polohy tohoto bodu na drahe? Mas? Tak fajn. Obidve druzice obiehaju
po tej istej drahe, takze vykonavaju uplne rovnaky pohyb, len jedna je trochu omeskand za
druhou. KedzZe je ich pohyb tplne identicky, tak je toto omeskanie stale rovnaké, takze ¢asovy
rozdiel je stale rovnaky.

Teraz druzice uz naozaj pustime na ich obeznt drdhu. Druhy Keplerov zédkon (pre fyzi-
kov zdkon zachovania momentu hybnosti) hovori, Ze ¢im je druzica dalej od planéty, tym ide
pomalsie. Inak povedané Vi.x"max = Vinin"min- Rozdiel medzi ¢asmi prechodu prvej a druhej

vvvvv

od planéty (ozna¢im si ho t). Takze musi platit:
D/Umax =t= d/vmin )

pricom D je vzdialenost medzi druZzicami v bode najdalej od planéty. Z druhého Keplerovho
zakona vidim, ze:
Umin o Tmax

)
Umax Tmin

¢o dosadim do predoslého vztahu a dostanem: D = drpax/Tmin. UZ len staéi zistit pomer medzi
vzdialenostami najblizsie a najdalej od planéty v zavislosti od malej a velkej polosi.

Ked sa zamyslim nad tym, ako je definovana elipsa, tak ¢asom pridem na to, Ze z Pytagorovej
vety plati e = v/a? — b2, pri¢om e je excentricita, alias vzdialenost planéty (ohniska elipsy) od
jej stredu. Dalsie zamyslenie ukaze, Ze:

Tmin @ —€

T'max a+e 7
do ¢oho uz len dosadim za e, celé to dosadim do vztahu pre D, a dostanem:
D_da—\/cﬂ—b2
a++va: -0

Pri rieSeni vyuzijeme zdkon zachovania energie. Najdime, akou rychlostou sa pohybuje
voda v momente, ked je hladina vody v zvislej trubici vo vyske x. Ak sa dohodneme, Ze nulovi
hladina je na trovni vodorovnej trubice, tak pre energie plati
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B, = gwmg(z/h) = 3mgz*/h,
E, = %mvg,
kde m = Shp je hmotnost vody v trubici. Tieto vysledky sa vSak aZ napadne podobaju pre
energiu systému ,zavazie na pruzine“, len namiesto tuhosti pruziny nam vysla kombinacia
veli¢in mg/h.

To vSak znamend, ze priebeh z(¢) bude pocas vytekania tiplne rovnaky, ako pre zavaZie na

pruZine s tuhostou mg/h, ktora bola na pociatku stlacena prave o h. Periéda kmitov by vysla:

T:27T\/h_/g.

Pohyb vody v trubici od odstranenia prepazky po vytecenie z trubice vsak zodpoveda iba jednej
stvrtiny periody, preto

t=1im/h/g.

Desivé, ¢o? Tu je dolezité uvedomit si, Ze vSetkych n — 2 kolickov, na ktoré pri merani
nepripajame svorky ohmmetra, je tuplne ekvivalentnych. Z tejto ,symetrie® vyplava, Ze na
vSetkych tychto kolickoch je rovnaky elektricky potencial. To vSak znamenéa, ako sme to uz
¢itali vo vzoraku tulohy ¢. 21, Ze vodi¢mi spajajucimi tieto kolicky neprechadza ziadny prud a
preto ich mézeme odpojit. Ak si body, medzi ktorymi meriam odpor, oznac¢im ako A a B, tak
sme prave schému zjednodusili nasledovne:

n - 2 kolickov
s rovnakym

11 ., |—|:I—|:I—| n-2
potencidlom

. L]
. . _—

A 1 B A B

No a aha ho, je z toho jednoduché paralelné zapojenie, takze:

(:_eikom = R_l + %(n - 2>R_17
Po drobnych tpravach dostaneme R exom = 2R/n.

Najprv si nakreslime sily posobiace na valec. Okrem sily F' zo zadania ide o gravita¢ni
silu Fg = Mg, treciu silu Fr a silu od podlozky N.
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Iy

Obr. 2: Sily pésobiace na valec

Sila N bude préave taka velké, aby kompenzovala zlozku gravitacnej sily kolmu na podlozku
(teda N = Fgcosa). Ani jedna z tychto sil neprispieva k roztac¢aniu valca, preto ich uz dalej
nemusime uvazovat a budeme sa zaoberat vylu¢ne silami posobiacimi v smere rovnobeZnom
s podlozkou.

Obr. 3: Zlozky sil posobiacich na valec rovnobezné s naklonenou rovinou

Aby valec nepresmykoval, musia byt zrychlenie a a uhlové zrychlenie € vo vztahu: Re = a.
Zrychlenie taZiska vypoCitame z Newtonovho zékona F, = Ma, kde F, je stcdet vSetkych sil
posobiacich na valec. V nasom pripade teda:

F,=F — Fgsina — Fr.

Uhlové zrychlenie vypocitame z rovnice M = Ie, kde M je sticet momentov sil posobiacich na
valec a I je moment zotrvacnosti okolo osi prechadzajtucej taziskom. Jedind sila s nenulovym
momentom je trecia sila: M = RFrp, moment zotrvacnosti valca je [ = %M R

Po dosadeni do rovnice Re = a za a a £ a zopar upravach dostavame:

Fr=3(F — Fgsina) .
Ak je koeficient trenia f, pre treciu silu plati:

Fr < Nf=Fgfcosa.
Po dosadeni dostavame podmienku:

fFgcosa > £(F — Fgsina),

teda:

f> Ll 1)t

= — - Q.
= 3\ g g
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Ako platnu 1 ozna¢me platnu s teplotou 77, podobne pre druhii platiiu. Do priestoru
medzi platiiami vyZaruje platiia 1 tepelnym vykonom o ST} smerom k platni 2, platiia 2 tepel-
nym vykonom ST, smerom k platni 1. Tu sme vyuZili predpoklad zo zadania, podla ktorého
st platne velmi blizko pri sebe v porovnani s tym, aké su velké.

Medzi platiiami bude teda nenulovy tok tepla, podla zadania P;, pre ktory plati

P=0S (T} - T3) .

Teraz medzi platne vlozime tretiu platiiu a t4 bude pohlcovat teplo, ktoré na nu vyzaruji zvysné
dve platne a sama bude vyzarovat teplo, ktoré bude prislichat jej teplote 7.

> < > <

SoT;' SoT, ST} SoT,
SeT* | ST
T T, T T T,

V ustélenom stave vyziari stredna platiia tolko tepla, kolko ho pohlti, takze
oS T '=0S(T{+Ty) = T'=4XT{+1Ty).

Medzi platiiou 1 a strednou platiiou teraz bude vysledny tok tepla smerom k strednej a s vel-
kostou oS (T} — T*). Medzi strednou platiiou a platiiou 2 bude tiect vysledny tok tepla smerom
k platni 2 a s velkostou oS (T* — T3}). Prirodzene, tieto dva toky st rovnaké, pretoze v rov-
novahe sa na strednej platni nezachytava ziadne teplo. Dosadenim za 7' do jedného z tychto
dvoch vztahov potom dostaneme

Py=10S (I} - Ty) = 1P

)

Vsimnime si, Ze koberec rozto¢eny okolo stredu si mozeme predstavit ako Styri nezavisle
sa pohybujtice koberce roztoc¢ené okolo (spolo¢ného) vrchola. Tieto koberce vSak majua len
poloviént dizku strany a $tvrtinovii hmotnost, preto bude treba preskalovaf aj ostatné veliciny.
Konkrétne nas bude zaujimat, ako sa preskaluje uhlové zrychlenie spocitané ako ¢ = Mry/J.
Maly koberec si mozno matematicky predstavit ako zmensSenie velkého koberca. Pomyselne
si rozdelme maly aj velky koberec rovnakym spdsobom na mnoZstvo malych c¢asti. Prirodzene
nam vznikne zobrazenie, ktoré kazdej casti velkého koberca priradi ¢ast malého koberca (a

naopak).
Teraz skiimajme, ako sa pri tomto zobrazeni preskaluju fyzikalne veli¢iny. Nové vzdialenosti
budt polovi¢éné, tj. ' = %7‘. Plocha kazdej ¢asti koberca, ako aj jeho hmotnost, sa zmensia

stvornasobne. Pre moment zotrvac¢nosti malého koberca preto dostavame:

! _ 102 1 2 __ 1
J—g mrt = 16 m;r; = =J,
- ,

7 ) 16
%
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kde index ¢ oznacuje jednotlivé casti kobercov.
Pozrime sa, ako sa preskdluje moment trecej sily. Kazda cast tlaci na podlozku Styrikrét
mensou silou pri polovicnom ramene. Celkovy moment trecej sily sa preto preskaluje ako:

! / /1 e, 1
MT_ZFT,i i_ngT,sz—gMT
i i

a uhlové zrychlenie ¢’ = M/ /J" = 2¢ bude preto dvojnasobné.

Nakoniec mozeme odpovedaf na zadani otdzku. Maly koberec sa zastavi za éast’ = w/e’ = %t,
teda za poloviény c¢as. Na zaklade ivah z prvého odstavca vieme, Ze za ten isty Cas sa zastavi
aj koberec povodnej velkosti rozto¢eny okolo stredu.

Zacneme zdanlivo z iného sudka, ktory je ale v skutocnosti presne ten sudok o ktorom
je tato uloha. Svetlo sa z bodu A do bodu B pohybuje po takej drahe, ktora trva najkratsi cas
zo vSetkych moznych drah. Tzv. Fermatov princip. Pri prechode svetla z jedného prostredia,
kde je jeho rychlost n krat vicsia (index lomu) ako v druhom prostredi, je draha, ktord trva
najkratsi ¢as zalomend, pricom pre uhly od kolmice dopadu plati sin a/ sin 5 = n. tzv. Snellov
zakon lomu. To, ¢o riesi chlapec je ale presne rovnaké tloha: ako sa dostaf za najkratsi cas
k diev¢atu pricom prechédza rozhranim ,za ktorym® je uz jeho rychlost n krat mensia. Ak este
stale analégiu nevidite, predstavte si dievca na obrazku pod osou kvetinarstiev vo vzdialenosti
y a presvedcte sa Ze, je to rovnakd tloha. Chlapec musi teda bezat tak, aby pre uhly pred a
po nékupe platil zdkon lomu. Ked ozna¢ime vzdialenost kvetinarstva v ktorom chlapec naktpi
material od zaciatku radu ako [, a vyjadrime sinusy pomocou pomerov stran v trojuholnikoch,

dostavame:
l/Vx?+ 12 _u 1)
(z=0/y/(z=1)%*+y? vy

V idealnom svete by sme tuto rovnicu vyriesili, ziskali tak [ a celkovy ¢as chlapca dostali ako:

_VBHP VE-D Ay

(%1 (%

t

Ked sa ale schuti zahryzneme do spominanej rovnice zistime, Ze je kvartickd a nevieme s fou
pohntt. Sktsime sa na fiu ale pozriet odbornym okom!. Skiisime rieSenie uhddnuf. Hadame
ale s istou davkou umu a predpokladu, ze ¢lovek, ¢o zadaval tento priklad nebol uplné zviera?.
Chlapec sa s kyticou pohybuje pomalsie a kedZe y < x, mdézeme hadat Ze kapi kyticu kdesi
tak aby [ > %z, t. j. tak aby vzdialenost behu s kyticou bola mensia. Ak pozndme pytagorejské
trojuholniky, do o¢i nam hned padne skusit [ = 800. Potom totiz médme dva trojuholniky so
stranami (600, 800, 1000) a (300, 400, 500).

'http://www.professionaleye.com/
2Niektori ho sice volaji Hroch, ale doktori ndm potvrdili, Ze je ¢lovek.
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Dosadenim do rovnice pre lom velmi rychlo zistime, Ze tento tip vysiel, lebo tito rovnicu
spliia. Tieto hodnoty potom dévaju celkovy ¢as 4 mintty a 10 sekiind. Poucenie na zaver.
Chlapci, ak prebehnete jeden a pol kilometra tymto tempom, budete spoteny ako kon a smr-
dief ako dva kone. Pred poriadnym faux pas vas na rande zachrani len kvalitny dezodorant,
spominand kytica a kvalitna vyhovorka preco ste sa museli hnat ako tri kone aby ste prisli
nacas.

KedZe sa Zem hybe okolo Slnka, svitanie uvidime esSte predtym ako sa v dosledku rotécie
Zeme presunieme na jej stranu privratenu k Slnku. Inymi slovami, z obrazka 4 moézeme odpo-
zorovat, Ze tym, ze sa Zem pohybuje rychlostou v okolo Slnka aj odvratena strana Zeme stihne
zrazit nejaké luce predtym nez utecéi do temnoty vesmiru.

<y

slne¢ny lu¢ c
D B

e

w

Obr. 4: Odvratend strana stihne zrazit nejaké luce

Ked prejdeme do stistavy spojenej s taziskom Zeme znazornenej na obrazku 5, slnecné lace
budu prichadzat pod uhlom « oproti pévodnému smeru. Z trojuholnika pre skladanie rychlosti
plati tg & = v/c. Prvy ranny slneény 1a¢ teda uvidime uz v bode B a nie v bode D, ako by sme
naivne mohli predpokladat. Ak by bola rychlost svetla dvojnasobna uhol dopadu lacov 5 by
bol mensi (vid. obrazok 6), platilo by pren tg g = %v /c a miesto prvého ranného rozbresku by
bolo posunuté do bodu C. Ked si teda sedim v noci a osamote po¢itam do rana najnovsie FKS,
v prvom pripade uvidim slnko uZ v bode B, zatial ¢o v druhom pripade budem musiet ¢akat
kym sa vdaka rotécii Zeme doto¢im do bodu C. Zem sa otac¢a uhlovou rychlostou w a teda
mi tato cesta bude trvat T = (o — 3)/w. Vyjadrené pekne pomocou veli¢in ¢o sme pouZivali,
dostaneme

T_ arctg(v/c) — arctg(v/2c) ‘

(2)

w
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slne¢ny 1G¢ ¢ slne¢ny 1G¢ 2¢

Obr. 5: Klasicka rychlost svetla Obr. 6: Rychlost svetla 2¢

Ked sa ndm nechce hadzat ¢iselkd do kalkulacky, mozeme si pomoct este nasledovnou tiva-
hou. Pre malé hodnoty x je arctg(x) priblizne rovné x. Pomer v/c je uréite malé ¢islo a ked
vyjadrime rychlost obehu okolo Slnka ako v = 27rgy /trok, kde rsz je vzdialenost Zeme od Slnka
a tyox je rok a uhlovi rychlost obehu okolo vlastnej osi vyjadrime ako w = 27 /tges, kde tqen je
den. Vyuzijuc rsz/c &~ 8 mintt, dostaneme 7" = % mintuty, ¢ize asi % sekundy. Ak pdvodny
vztah nafukame do kalkulacky dostaneme 0,68 sekundy. Ain’t bad!

Situacia je v skutoc¢nosti omnoho zlozitejsia, pretoze z dovodu konecnej vzdialenosti Slnka

od Zeme slnecné luce v skutocnosti nedopadaji kolmo na vektor rychlosti Zeme.

Pri kruhovom pohybe okolo planéty plynie z rovnosti gravitacnej a odstredivej sily

2
muy mM mM
— = A——+B
R R? * R3 7’
M M

Dalej vieme, Ze aby sonda unikla z gravitaéného pola planéty, musi jej byt udelena taka (tini-
kova) rychlost, aby prislusna kineticka energia bola vicsia alebo rovna rozdielu jej potenciélne;j
energie AE, = E,(r — o0) — E,(r = R) medzi velmi velkou vzdialenostou a vzdialenostou R.
Rozdiel potencidlnych energii AFE urc¢ime ako integral sily po dréhe

AE, = / <Am24 + ! ) dr
r r
R

B {_AmM 1 mj\q’“:"o

—-B
r 2 72

r=R
mM 1 _mM
=R PR

Vsimnite si, ze prva ¢ast AE, je rovnaka, ako pre ,obycajné“ gravitacné pole imerné 1/r%. Niet
sa ¢omu ¢udovat. Ved presne z tejto Casti gravitacnej sily sme tento vyraz dostali aj v nasom
pripade! Tu vlastne stacilo vyuzit znamy vysledok a zaobisli by sme sa aj bez integrélov. Pre
¢len sily timerny 1/r3 sa v8ak bez integrovania zaobist ned4.
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Pre tnikovi rychlost dostavame rovnicu

1 B mM n 1BmM
M = AT R TP T
M M
2 _9gpt 4 g2
Yu R PRy

Tym padom sme ziskali dve linedrne rovnice o dvoch neznamych, ktoré bez problémov vyriesime.
Pre gravitacné konstanty A a B vyjde
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