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FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Trojsi'en

Mili ¢&itatelia,

v rukach drzite zbierku uloh 21. ro¢nika Fyzikalneho Naboja. V zbierke sa nachadzaju vsetky ulohy, s kto-
rymi ste sa v roku 2018 mohli na satazi stretnut. K tloham prikladame aj vzorové riesenia, z ktorych sa
mozete mnohé naucit. Ak by ste danému vzorovému rie$eniu nerozumeli, nevahajte sa ndm ozvat, vietko
objasnime.

Fyzikalny Naboj pokracuje vo svojej medzinarodnej tradicii. V roku 2018 sa do Naboja zapojili okrem Bra-
tislavy takisto mesta KoSice, Praha, Ostrava, Budapest, Gdansk a Moskva. Vysledky vzajomného suboja si
mozete pozriet na nasich strankach.

Tato zbierka by nikdy nevznikla bez vyraznej pomoci mnohych Tudi, ktori sa koniec koncov podielali na
celom vyvoji Fyzikdlneho Naboja. Sme studentmi Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Ko-
menského a vacsina z nas sa aj aktivne podiela na organizovani Fyzikalneho korespondenéného semindra
(FKS).

FKS je korespondencny typ fyzikdlnej sutaZe. Zhruba raz za mesiac zverejiiujeme rozne zaujimavé fyzikdlne
ulohy, ktorych riesenia nam posielate do urcenych terminov. My vdam za to davame adekvdtne body a tych
najlepsich pozyvame koncom zimného a letného polroka na tyzdnové zazitkové sustredenie. Viac informdcii
ndjdete na stranke https://fks. sk/.

Za finan¢nt pomoc dakujeme firmam ESET a PosAm a za medzinarodnu spolupracu lokalnym organizato-
rom: Robert Hajduk (za Kosice), Daniel Dupkala (za Prahu), Lenka Plachtové (za Ostravu), Agnes Kis-Téth
(za Budapest), Kamil Zmudziniski (za Gdansk) a Patrik Lamo§ (za Moskvu). V mene celého organizaéného
timu verime, Ze ste si v roku 2018 Fyzikdlny Naboj uzili a ddfame, ze vés vietkych uvidime aj o rok! Ci uz v
roli sutaziacich, alebo organizatorov (v pripade, Ze uz budete vysokoskolakmi).

Jaroslav Valovéan

Hlavny organizdtor
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Zbierku zostavili:

Matej Badin matob@fks.sk
Martin Balaz kvik@fks.sk
Katarina Dancejova katkad@fks.sk
Matus Jenca matus. jenca@fks.sk
Dusan Kavicky dusan@fks. sk
Simon Micky simon@fks.sk
Justina Novakova plys@fks.sk
Kristian Salata kiko@fks.sk
Adam Skrlec adam@fks. sk
Jaroslav Valovc¢an jaro@fks.sk

Maria Zelenayova majka.zelenayova@fks.sk

Vysledky sutaze, archiv uloh a dal$ie informacie najdete na stranke https://physics.naboj.org/.
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Zadania

[ 1| Mravec, mravec, ide sa na vec! Mravec Kiko sedi na rohu kvadra s rozmermi ax b x ¢, pri¢oma < b < c.
Rad by sa dostal zbodu A do bodu B ¢o najrychlejsie! Rychlost jeho pohybu je v. Ako dlho mu to bude trvat?

A

Andrej sa udi jazdit na jednokolke. Na grafe vidime, akou rychlostou sa pohyboval pocas jednej svojej
jazdy. Vypocitajte jeho priemernu rychlost v m/s.

Vysledok odovzdajte s presnostou na aspon dve desatinné miesta.
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Michal a Martin sa vybrali stopom do Krakova. Michal sa postavil na miesto, kde v Zelanom smere auta
prechddzaju s frekvenciou 50 dut za minutu. Martin sa postavil na miesto s frekvenciou 25 dut za minutu.
Z Michalovho miesta bude cesta do Krakova trvat 100 minut, z Martinovho 90 minut. Kto pride do Krakova
Statisticky skor a o kolko, ak zo skuisenosti vedia, Ze stoparovi zastavi kazdé dvesté auto?

[ 4 | Babic¢ka Justina v lavéri objavila neur¢ity alkoholicky napoj. Zistila, Ze je v fiom 40 objemovych per-
cent alkoholu a zvy$ok tvori prakticky sama voda. Kolko je to hmotnostnych percent, ak hustota etanolu je
790 kg/m3?

Vysledok odovzdavajte s presnostou na desatiny hmotnostnych percent.

Jano ide autom z Liptovského Mikulasa do Liptovského Hradku. Z pokoja rovnomerne zrychluje na
maximalnu povolenu rychlost, ti chvilu udrzuje a nakoniec rovnomerne brzdi az do zastavenia. Zrych-
lIovanie a spomalovanie mu trvalo dohromady cas #;. Naspit sa pondhla, no nesmie prekrocit maximalnu
povolenu rychlost, takze jediné, ¢o mu ostava, je zrychlovat a brzdit prudsie. Zrychlovanie a spomalovanie
cestou spat mu trvalo spolu iba ¢as #, < t;. O kolko menej mu trvala cesta spét, ako cesta tam?

| 6 | Zéhradny postrekova¢ strieka vodu hustoty p z dyzy s polomerom r rychlostou v zvislo nahor. Aké je
hmotnost vody, ktora sa v lubovolnom okamihu nachadza vo vzduchu?
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Jaro sa osiva. A nedufa. Naberie vsak odvahu a podide k pultu.
»Mate duté tehly?“

Na jeho obrovsku radost predavac nezavola bezpe¢nostnu sluzbu ako obvykle, ale odpovie s nadsenym tusme-
vom:

»Samozrejme! Aku velku si prosite?“

Jaro ma teraz na vyber z dokonale dutych (t. j. tplne prazdnych) tehal s dizkami stran k, 2k a 4k. Plo$n4
hustota materialu, z ktorého st vyrobené, je 0,04 kg/m?. Jaro v$ak chce, aby jeho prva duta tehla bola nie¢im
vynimo¢nd. Napriklad tym, Ze sa bude vo vzduchu s hustotou 1,3 kg/m? volne vznasat. Aky bude parameter
k tehly, ktora mu jeho Zelanie splni?

Vysledok odovzdajte s presnostou na centimetre.

Arthur si pocas horticeho letného dna nalial svoj oblubeny perlivy napoj. Na hladine sa vytvorila vrstva
peny. Vrch peny klesa rychlostou u a hladina stipa rychlostou v. Aky objemovy podiel peny tvori vzduch?

[ 9 | Od budticeho roka by sa Naboj mohol uskutoé¢nit aj v oceanoch. Lenze bez vhodného Zezla tam ni-
kto nebude organizatorov brat vazne. Najdite suradnice taziska trojzubca, ak je Stvorcekova siet tvorena
$tvorcekmi rozmeru a x a.

Odovzdajte vysledok v tvare zlomku.
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Vo vezi v Minas Tirith sa vo vyske 3 m odtrhol vytah. V kabine vytahu stoji abohy hobit. Kedze je
fyzikalne podkuty, vie, ze ak tesne pred dopadom vyskoc¢i, ndraz sa trochu zmierni. Ked je hobit na zemi,
dokaze vyskocit do vysky 0,7 m.

Z akej vysky by musel spadntit mimo vytahu, aby bola rychlost jeho dopadu rovnaka ako po vyskoku vo
vytahu? Hobit vysko¢i v najneskorsom moznom okamihu a jeho hmotnost je zanedbatelna oproti hmotnosti
kabiny vytahu.

Vysledok odovzdavajte s presnostou na centimetre.

Spagetka sa sista-jasna ocitla ponorend vo velkom jazere. Aviak skor, nez si ttto situdciu stihla nalezite
uzit, ju prirodné sily opat vymrstili nahor. Spagetka md hustotu 200 kg/m? a pri fahkej nelichotivosti ju
mozno povazovat za valec s polomerom podstavy 0,3 m a vyskou 1,8 m. Ako najvyssie nad hladinu sa dostala
jej vrchnd podstava, ak sa na zaciatku vznasala tesne pod hladinou?

Predpokladajte, Ze Spagetka bola pocas celého pohybu vo vertikdlnej polohe. Efekty priidenia vody a povrchové
napitie neuvazujte.
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Ty¢ dlzky L s hmotnostou 2m je pripevnend jednym koncom na stdl tak, Ze sa moze volne otééat okolo
vodorovnej osi. Na jej volnom konci je priviazané nehmotné lano, ktoré bez trenia visi cez okraj stola. On
je priviazané zavazie s hmotnostou m. Vzdialenost konca tyce od hrany stola je takisto L. Aky uhol musi
zvierat ty¢ so stolom, aby bola v labilnej rovnovaznej polohe?

Elektrikar Fero vo svojej zdsuvke s haraburdami nasiel zopar dokonalych suciastok (rezistory s odpo-
rom R, kondenzatory s kapacitou C, cievky s indukénostou L, dokonalé ampérmetre a vodice) a postavil si
z nich obvod. Potom ho pripojil na zdroj jednosmerného napitia U. Aky priad ukazuje ampérmeter?
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Matus sa pred grilovackou rozhodol zastresit svoj zahradny altanok. K dispozicii ma dosku tvaru pra-
vouhlého rovnoramenného trojuholnika, ktora chce polozit na dve kolmé steny altanku. Zacal ju vystavat
pozdlz uhloprie¢ky smerom od rohu, ako je nakreslené na obrazku, az dosiahol maximalnu moznt vzdiale-
nost, za ktorou by sa uz strecha prevazila. Aka cast strechy teraz zakryva vnutro altanku?

z

Cestovatel Jozko sa stratil v pusti a jediné, ¢o so sebou ma, je skleneny hranol so §tvorcovou podstavou
dlhou 10 cm, vyskou 20 cm a indexom lomu 1,5. Jeho horna podstava je z neznamych dévodov natretd na
¢ierno. Po par dnoch si v8§imol, Ze tienn podstavy je obvykle podstatne mensi, ako samotna podstava. Ako
najvyssie moze byt Slnko na oblohe, aby podstava nevrhala na zem Ziaden tien?
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Teplota na dne mora hlbokého 1 km je 4 °C. Rybi¢ka Dory pomaly plava v tejto hibke. Premyslajtic nad
zmyslom Zivota vypusti bublinu s polomerom 2 cm, ktora za¢ne stipat na povrch. Aky bude polomer bubliny
tesne pod hladinou, ak teplota vody na povrchu je 18 °C? Uvazujte, Ze voda je nestlacitelna a prispevok
kapildrneho tlaku k celkovému tlaku v bubline je zanedbatelny. Dalej predpokladajte, Ze vzduch v bubline sa
okamzite zahrieva na teplotu okolitej vody.

Vysledok odovzdajte s presnostou na milimetre.

Filip sa dal na adrenalinové $porty. Minula zimu sa rozhodol, Ze vyskdsa skoky na lyziach. Vybral sa
k mostiku, ktory je zobrazeny na obrazku. Ten zac¢ina naklonenou rovinou dlhou 50 m so sklonom 43°, ktora
plynulo prechadza do kruznicového obluka dlhého 50 m a v zavere zviera uhol 13° s vodorovnym smerom.
Aké maximalne pretaZenie posobi na Filipa pocas rozbehu na mostiku?

PretaZenie je definované ako zrychlenie telesa oproti volnému padu.

50m

15N

50m

Adam rad skace bungee-jumping. S prazdnym zalidkom ma hmotnost M a po zoskoku kmita s peri-
6dou T. Kolko palaciniek hmotnosti m musi zjest, aby sa peridéda jeho pohybu predlZila o polovicu?

Katka bola tento rok na dovolenke v Egypte. Po navrate domov si z dsmich rovnakych drdtov s dizko-

vym odporom ¢ a dlzkou L zospajkovala takito odpornt pyramidu. Aky je pomer odporov medzi dvojicami
bodov A-Ba A-C?

L

A B

Kvik minule opdt o¢umoval vzdialené galaxie. KedZe vyhlad zo Slovenska sa mu uz zunoval, vybral
sa do exotickejsich krajin. Ako tak lezi priamo na rovniku, zrazu zbada nad zapadnym horizontom satelit,
ktory to mal namierené priamo na vychod presne ponad neho. Prelet satelitu od zapadného po vychodny
horizont trval presne 8 mint.

Ako vysoko nad Zemou prelietal satelit? Predpokladajte, ze sa pohyboval po kruznicovej trajektorii. Neza-
budajte na rotaciu Zeme!

Tato uloha nemd analytické riesenie. Budii akceptované vysledky, ktoré sa od presného riesenia o menej nez
1 km.
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S idedlnym plynom s pociatocnym tlakom py, objemom V a teplotou T sa uskutoc¢nil kruhovy dej
zobrazeny v pV-diagrame. Prekreslite tento dej do VT-diagramu. Mnozstvo pracovného plynu sa pocas
deja nemenilo. Nezabudnite na osiach vyznacit véetky podstatné hodnoty.

p
2 . 3
2p0.. ;
1
p()“ . 4
v, 4, VvV

V nekone¢nom doskovom kondenzatore so vzdialenostou dosiek 1 m a intenzitou elektrického pola
1 uV/m je na spodnej elektréde umiestneny izotropny zdroj elektrénov. Elektrény z neho vylietaju rychlostou
1 km/s na vsetky strany. Na aku plochu dosiek kondenzatorov dopadaju?

Vysledok uvedte s presnostou na m?.

1uV/m 1km/s lm

N

Cajka uz viac varit nebude! Dutti nadobu tvaru polgule s polomerom R otocila hore dnom a vyvftala
do nej dieru. Nasledne zacala do diery nalievat vodu s hustotou p. Skor, nez by sa nadoba naplnila, voda
nadobu nadvihla a pretiekla popod jej steny. Aka najvicsia mohla byt hmotnost nadoby, aby tato situdcia

mohla nastat?
R +

V dutom sude hmotnosti M mame volne polozeny syr v tvare kvadra s hmotnostou m. Koeficient
trenia medzi sudom a syrom je . Sud so syrom polozime na strmy kopec. Aky moze byt jeho maximalny
sklon «, aby sme nan sud dokazali postavit bez toho, aby sa skotulal? Trenie medzi sudom a svahom kopca
je dostato¢ne velké na to, aby sa sud nesmykal.

M
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Do doskového kondenzatora sme umiestnili dielektrikum s relativnou permitivitou ¢ dvomi réznymi
spdsobmi. Najprv sme vyplnili jeho vrchnu polovicu a potom pravi polovicu. Aky je pomer kapacit v prvom
a druhom pripade?

Kvik, Nina a Jaro su v Polsku na vrchole Tarnice. V usili donutit Jara byt aspon chvilu ticho a poc¢uvat,
navrhol Kvik hru na anemometer. Rozostavia sa do troch vrcholov $tvorca so stranou 90 m tak, ze Kvika
a Ninu spdja jeho uhlopriecka. Postupne obaja za¢nu kricat, pricom Jaro poc¢tva a zaznadi si Cas, za ktory
zvukovy prejav Kvika (255 ms) a Niny (285 ms) dorazi k nemu.

Kvik to ale nedomyslel: v ramci zabezpecenia funkénosti anemometra teraz musia aj s Ninou pocuvat Jara,
pricom ku Kvikovi zvuk dosiel za 304 ms a k Nine za 272 ms. Aka4 je rychlost vetra na Tarnici? Rychlost
zvuku v polskom vzduchu nasim trom graciam nie je znama.

Vysledok uvddzajte s presnostou na desatiny m/s.

Odporové siete z kociek uz nikoho nebavia. Namiesto toho sa Dusan rozhodol merat velkost magne-
tickych poli. Ked prud obiehal okolo jednej strany kocky, Dusan v jej strede nameral intenzitu B;. Rozhodol
sa vam v8ak poriadne zavarit a vyformoval vodi¢ do nového tvaru. Kolkokrat vacsia bude intenzita magne-
tického pola uprostred kocky oproti prvému pripadu?

B1 BZ

Jimi sa pohybuje po $ikmej ploche. Raz si kupil mlieko v $katuli tvaru kvadra so $tvorcovou podstavou
s hranou dlzky 1 dm a vyskou 3 dm. Jimi teraz chce zo $katule odpit a potom ju postavit na naklonent rovinu
so sklonom 30° tak, zZe hrana podstavy je rovnobezna s vrstevnicou. Kolko najviac mlieka v nej moze nechat,
aby stabilne stala?

Planéta obieha okolo svojej hviezdy po kruhovej drahe. Pokojné vesmirne okolie vSak uz nie je ¢o
byvalo: vsade preletuju otravné asteroidy, doharajuca hviezda svieti ¢oraz silnejsie a blizka civilizacia vy-
pusta coraz viac navigac¢nych satelitov a Skriekajucich elektromobilov. Nuz necudo, ze to planéta nevydrzi
s nervami a od samej zlosti sa roztrhne na dva kusy.

Oba kusy sa stale hybu v povodnej rovine obehu, ale uz po parabolickych dréahach, ktorych prislnia zodpo-
vedaju polohe planéty v okamihu exploézie. Aky je pomer hmotnosti [ahdej a tazsej casti?

https://physics.naboj.org/ 8 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

Edngs 21. Fyzikdlny Naboj, 2018 Zadania

Sméagol sa v ramci kratenia ¢asu vo svojom podzemnom jazierku zabaval s elektronickymi sti¢iastka-
mi. Vzal svoj obliibeny prstefi s polomerom R, dizkovym odporom A a pripojil nan zdroj jednosmerného
napitia U tak, Ze spojnice kontaktov drotov na prsteni s jeho stredom zvierali uhol ¢. Nasledne zmeral
magnetickt indukciu v jeho strede. Co nameral?

U

Vladko sa minule zabaval s matematickym kyvadlom. Najprv ho umiestnil medzi dve rovnobezné
platne, aby obmedzil jeho pohyb na rovinny. Potom ho roztoc¢il spolu s platniami okolo vertikalnej osi kon-
stantnou uhlovou rychlostou. Kyvadlo sa ustdlilo v rovnovaznej polohe odchylené o uhol ¢, > 0 od verti-
kalneho smeru. Potom don slabo tukol, ndsledkom ¢oho sa kyvadlo zo svojej rovnovaznej polohy vychylilo a
zacalo okolo nej kmitat. Najdite pomer periédy obehu kyvadla okolo vertikalnej osi k periéde tychto malych
kmitov.

Plackozem ma tvar nekonecnej rovnej platne, nad ktorou sa vo vyske i = 500 km vznasa gulaté Slnko
s polomerom Ry = 10 km a teplotou T, = 5777 K. Kdesi pod Slnkom sa vytvorila obyvatelna zdna, cize
plocha, kde sa rovnovazna teplota pohybuje v rozpiti 0 °C az 30 °C. Aka je jej rozloha?

Slnko aj Plackozem vyZaruju ako dokonale Cierne telesd. Plackozem velmi zle vedie teplo a vyZaruje iba do
polpriestoru nad fiou. Uhlovy rozmer Slnka pri pohlade z Plackozeme zanedbajte. Uznané budii riesenia, ktoré
sa od spravnej hodnoty nelisia o viac ako 10 000 km?.

Astronaut stoji na nevelkom gulatom asteroide s hmotnostou M a polomerom R. Povrch asteroidu
vSak nie je prave bohaty na vzrusujuce udalosti. A kedZe cez skafander si ani nechty obhryzat nemoéze, po
chvilke za¢ne od samej nudy poskakovat.

Ur¢itou rychlostou vyskoci pod uhlom 45° voci povrchu a vznesie sa do priestoru. Po chvili pristane vo
vzdialenosti $tvrtiny obvodu asteroidu. Ako dlho potrva jeho let?

.....
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Z Kvika sa vyklul cestny pirat. Darmo mu Jaro krical “stoj, stoj, ¢ervena!”, on si to veselo turoval dalej.
Az ked presiel cez krizovatku, zacal hutat, ako by sa vyhovoril, keby ho zastavili policajti. Ako rychlo by
musel vchadzat do krizovatky, aby videl ¢ervené svetlo ako zelené? Vinové dizka zeleného svetla je 550 nm
a cerveného svetla 660 nm.

Vysledok odovzdavajte ako zlomok rychlosti svetla.

Rosnicka Katka a ropusiak Vladko visia na lane prevesenom cez kladku, pricom st od nej obaja vzdia-
leni H. Vladko je dvakrat tazsi ako Katka. Aby sa sustava nehybala, na Katkinej strane sme k lanu pripevnili
zévazie s rovnakou hmotnostou. Ked Vladko ani po $tvrtom upozorneni neprestava kvakat, Katka sa za¢ne
$plhat nahor konstantnou rychlostou vzhladom na lano.

Ktora zaba sa dostane ku kladke skor a ako daleko vtedy od nej bude druha zaba?

Rapper Sajmon si za svoje tazko zarobené peniaze kupil luxusny kabriolet s dokonale lesklymi pochré-
movanymi kolesami s polomerom R. Ked dovnutra kolesa zasvieti laserom v rovine kolmej na jeho os, 14¢ sa
odraza od stien prakticky nekonecne dlho. Aka velka tahova sila napina obru¢ kolesa, ak vykon Sajmonovho
lasera je P a svieti nim po dobu ¢ pod uhlom «?

Samko si v obchode kupil velkd cibulu. Zabudol ju vsak na balkéne a ¢ast vnutra mu zoschla. Cibula
teraz vyzeré ako gula s polomerom R, v ktorej je prazdna gula s polomerom ZR. V tejto dutine je opit plna

gula s polomerom (%)2 R, vktorej je dutina s polomerom (%)3 R. V tejto dutine je opét plna gula, a tak dalej...

Aky je moment zotrvac¢nosti zhnitej cibule okolo osi symetrie zobrazenej na obrazku, ak jej hmotnost je M?

(Y
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Elektrikar Fero opdt vzal svoj stary znamy obvod (rezistory s odporom R, kondenzatory s kapacitou C,
cievky s indukénostou L, dokonalé ampérmetre a vodice). Tentokrat ho zapojil na zdroj striedavého napatia
s amplitudou U a uhlovou frekvenciou w. Ak amplitidu pridu ukazuje ampérmeter?

[ |
| I

(R
&)
U

Pohoni¢ Jonas zapadol so svojim vozom v jame s polomerom 5r. Ako sa ho pokusal vytiahnut, odtrhol
jedno z kolies s polomerom r a navy$e don vyrazil okruhlu dieru s polomerom r/2 ako na obrazku. Zaujalo
ho, Ze odtrhnuté koleso pri prevalovani po dne jamy vykonava kmitavy pohyb. Aka je peridda malych kmitov
rozbitého kolesa?

Helboj chce dobyvat stredoveké hrady. Z poslednej navstevy v nemenovanom $védskom obchode si
priniesol TREBOCHET - nehmotnt ty¢ dlzky L, zdvaZie hmotnosti M, projektil s hmotnostou m a kib,
okolo ktorého sa mé ty¢ otd¢at. V navode viak zabudli spomentit, kam treba klb umiestnit. Ako daleko od
protizavazia ho ma pripevnit, aby bolo obvodové zrychlenie projektilu po uvolneni protizavazia maximalne?

M
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Vzorové rieSenia

[ 1 ] Dostat sa na protilahly roh najkratiou cestou nie je pre mravca vobec ziaden problém! Stadi si rozlozit
povrch kvadra na siet a néjst spojnicu bodov A a B. Spdsobov je vsak viac a kazdy vedie k inému vysledku,
takze musime najst najlepsi.

Dlzky spojnic na sieti sa podla Pytagorovej vety

si=\(a+b)’+2, ss=\/(b+c)’+a® a s3=1\/(c+a)’ +b

Podla zadania v$ak plati a < b < c. Najkratsia z drah je ta, ktord zodpoveda uhlopriecke obdlznika najviac
podobného stvorcu. V nasom pripade to je s; a pre vysledny ¢as mravca potom plati

\/(a+b)2+62.

14

t=

Priemerna rychlost sa pocita ako pomer celkovej drahy k celkovému ¢asu. Celkovy ¢as rovno od¢itame
z grafu a celkovu drahu vieme vypocitat ako obsah plochy pod krivkou, ¢o je:

2

12-10  (15-5)-4 , 73 ,
5= + +10:6+18 4+ (3 - == ) +15:3 342,931,

2 2

+5-4+10-4+

(18-10)-6
2

Po dosadeni dostavame
s 342,931 m

t 335

= 10,39 m/s.

Tento priklad si vyzaduje zistit, za aky ¢as chlapcom v priemere zastavi auto, a potom uz len staci

pripocitat cas ich jazdy do Krakova. Vieme, Ze v priemere zastavi kazdé dvesté auto, takze priemerny cas

zastavenia vypocitame ako 22, ak okolo chlapcov prechadzaju autd s frekvenciou k.

Takto jednoducho dostavame vysledok: Michal pride do Krakova v priemere za 2° + 100 = 104 minut a
200

Martin za 52 + 90 = 98 minut. Odpovedou je teda, Ze Martin pride do Krakova o $est minut skor.
E Najprv si musime uvedomit, ¢o je to objemové percento. V nasom pripade je to pomer objemu etanolu
a celého objemu napoja, ktory babicka nasla. Objemové percento sa da previest na hmotnostné percento
(inak povedané hmotnostny zlomok), ked pozname hustotu etanolu a hustotu napoja. Hmotnostné percento
si oznacime p:

Vetpet Mt

V = = 0.
napoj P népoj mnépoj

Zo zadania vieme hustotu etanolu, hustotu ndpoja dopocitame. Népoj, ktory babicka “objavila’, je zlozeny z
vody a alkoholu. Mame hmotnostné percento etanolu, zvy3ok je voda:

pnépoj = 0’4petanol + 0’6pvoda’

Pripoj = 0-4 - 790 kg/m? + 0,6 - 1000 kg/m”,

Pripoj = 916 kg/m”.
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Toto dosadime do vyrazu pre hmotnostné percento:

Q — Vetpet — 0’4 pet ,
Vnépojp napoj p napoj
790 kg/m3
p=0,4x 20xg/m’
916 kg/m?

0 = 0,345 = 34,5 %.
Népoj teda obsahuje zhruba 34,5 hmotnostnych percent alkoholu.

Ako pri vsetkych podobnych tlohédch, zakladom je nakreslit si graf a spocitat drahu ako plochu pod
nim. Zo zadania vyplyva, Ze graf bude mat tvar lichobeznika. Spomenieme si na vzorec na obsah lichobez-
nika:
s (a+c¢)
2

b

kde a a c su zakladne lichobeznika a v je jeho vyska.

/ \

/ \
>
TTLT t

Obrazok 1: Priebeh rychlosti

KedZe cesta tam aj cesta naspét st rovnako dlhé, aj plochy pod grafom sa v oboch pripadoch musia rovnat:

(2T1 - tl) v _ (2T2 - tz) 14
2 - 2

>

kde T je celkovy cas cesty tam, T, je Cas cesty spat a v je maximalna rychlost. Z tejto rovnice uz vieme
vyjadrit rozdiel ¢asov
h—1

TI—TZZ 5 .

[ 6 | Vieme, ze voda z postrekovaca vystrekuje rychlostou v. Kazdy kasok vody si vieme predstavit ako malé
teliesko, ktoré sa pohybuje zvislo nahor rovhomerne spomalenym pohybom so spomalenim g. Cas, ktory
pobudne voda vo vzduchu, vypocitame zo vzorca pre zvisly vrh. Kinematicka rovnica pohybu vystreknutého
kasku vody je

1
0 = vt — —gf?,
2g
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z ¢oho dostavame cas pobytu vody vo vzduchu

Teraz staci vypocitat mnozstvo vody, ktoré za tento Cas pretecie dyzou. Pozname rychlost, polomer aj hustotu
vody, takze moZeme vyjadrit mmotnostny prietok Q,, = 7r*vp. Hmotnost vody vo vzduchu je dana si¢inom
prietoku a ¢asu pobytu vo vzduchu, takze

_2nr*vip
P

Archimedov zakon nam hovori, Ze na tehlu vo vzduchu okrem tiazovej sily pdsobi aj vztlakova sila, a
aby sa vo vzduchu vznasala, tieto dve sily musia mat rovnaku velkost, a teda

p,Vg=mg,

kde p, je hustota vzduchu. Objem tehly bude V = k - 2k - 4k = 8k>. Hmotnost vyratame ako sucin povrchu
tehly a plo$nej hustoty o, teda

m=0-2(k-2k+k-4k + 2k - 4k) = 28k*0.

Po dosadeni hmotnosti a objemu do prvého vzorca dostavame
70
k=—=10,77cm =11 cm.
2p,

Nech celd pena klesne za nejaky ¢as t. V pohri tak pribudne stlpec napoja vysoky vt a stipec vzduchu
vysoky ut, pricom peny celkovo pévodne bolo (u + v) t. Vzduch teda tvoril - objemu peny.

[ 9 | Tazisko komplikovanejsieho telesa vyritame podla momentovej vety nasledovne:

X mMiX, + MyX, + M3Xz + ... + MyX,

m;+m,+msz+..+m,

B mi)1 + myy, + ms)s + ...+ MyYy
My +my+ms+..+m,

Y

Zac¢nime s x-ovou zlozkou taziska. Rozdelme si trojzubec na mensie Casti, ktorych hmotnosti a taziska vieme
jednoducho vy¢itat z obrézka. Pre §tvorce a obdlzniky je to ich geometricky stred, pre trojuholniky vyuzijeme
fakt, Ze tazisko trojuholnika sa nachadza v jednej tretine jeho vysky. Pre jedno z moznych deleni vyzera
dosadenie nasledovne:

_16m-10a+2m-17,5a+2- 5 - 7 8q +3.3m-19,5a + 3 - 5 - 22 2g 2521

16m +3m+9m +3m 177

a=14,242a.

S y-ovou suradnicou taziska to budeme mat jednoduchsie, staci si vS§imnut, Ze trojzubec je symetricky vzhla-
dom na svoju rukovat. Preto y-ova zlozka taziska je rovna

13
Y=—a=65a.
2
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Ubohy hobit tesne pred dopadom vytahu vyskoéi dufajiic, Ze mu to pomoze prezit. M4 vsak ale skutoc-
ne pravdu? Pri vyskoku zo zemského povrchu hobit vyskoci do vysky h, jeho svaly teda efektivne vykonali
pracu W = mgh. Po kratkom zamysleni si mozno uvedomit, Ze vo vytahu sa deje to isté. KedZze hmotnost
vytahu je ovela vicsia ako hobita, mnozstvo energie, ktoré hobit odovzda vytahu bude zanedbatelne malé,
rovnako ako pri vyskoku zo zeme.

Vysledna rychlost, ktort bude mat hobit pri dopade bude teda rovna rozdielu rychlosti vytahu a rychlosti
pri vyskoku zo Zeme. z kinematickych rovnic teda vyplyva:

Vdopad = Vwvytah — Vskok = \/ 2gH -V Zgh = \/Zg<\/ITI - \/ﬁ) >

kde H je vyska, z ktorej pada vytah a h je vyska, do ktorej dokaze vyskocit hobit na zemi. Aby sme ziskali
vysku, z ktorej by volnym padom hobit dosiahol rovnaku rychlost, staci do vzorca pre volny pad dosadit
Vdopad- DOStaneme
2
2 2 \/ﬁ — \/ﬁ 2
-2 WRVESR) ()
28 28

Nakoniec dosadime hodnoty zo zadania, ¢ize h = 0,7 m a H = 3 m. Zistime, Ze ak hobit vyskoci, rychlost
jeho dopadu bude zodpovedat iba padu z vysky 80 cm, ¢o mu pravdepodobne naozaj zachrani kozu.

Tuato ulohu vieme vyriesit porovnanim energie sustavy na zaciatku a pri dosiahnuti maximalnej vysky.
Oznac¢me vysku Spagetky h, jej hustotu p, a jej objem V. Ked sa Spagetka vynori, jej povodné miesto zaujme
voda. Stanovme si nulovti hladinu energie v bode, ktory je v hibke #/2 pod vodnou hladinou.

Valec mé tazisko vo svojom strede. Priestor, kde sa predtym Spagetka nachddzala, zaplni voda. Jej poten-
cidlna energia pritom klesne o

h
E, = vagE.

V koncovom okamihu ma nenulovti potencialnu energiu iba Spagetka s taziskom v neznamej vyske x, pre
ktoru plati

E, = Vgxp..

Ich porovnanim ziskame vysku x

h hp,
vagE =Vgxp, = x= =4,5m.

= 2.

Je to vyska taziska nad referen¢nou hladinou a jej hodnota je samozrejme rovnaka, ako vyska vrchnej pod-
stavy nad vodnou hladinou.

Treba sa zamysliet, kedy je stistava v rovnovahe. Jediné, ¢o moze palicku uviest do pohybu, je moment
sily, ktorou zavazie posobi na palicku a moment od tiazovej sily palicky. Sustava bude v rovnovahe, ked sa
tieto momenty budu rovnat. Pocitajme momenty vzhladom na bod O.
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Rameno tiazovej sily palicky Fg; je £ cosa. Rameno tiaZovej sily zdvazia Fg, je Lsin . Aby palicka bola v
rovnovahe, musi platit

Ml = MZa

L
2mg cos as = mgL sin 3,

sinf = cosa,

Obrazok 2: Situdcia na stole so zakreslenymi silami

Zo zadania vieme, Ze lano s palickou tvoria rovnoramenny trojuholnik. Z toho, Ze sucet uhlov v trojuholniku
je 180° zistime, Ze
2 + (180° — ) = 180°,
2B =a.

Dostavame teda rovnicu

sin g = cosa.
Bud jej riesenie vidime okamzite, alebo si ju mdzeme poctivo spocitat. Pre sinus polovi¢ného argumentu
plati sin § = \/@ . Po drobnych upravach vieme rovnicu upravit do podoby

1 1

cos’a+ —cosa—— =0,
2 2

¢o je kvadraticka rovnica pre kosinus. Jej rieSenim je

cosx = —— £

NG,
1w

<« »

Nés bude zaujimat rie$enie so znamienkom “+”, pretoze je zrejmé, Ze hladany uhol je z intervalu <0; %)

Tomu zodpoveda uhol

1
o = arccos 2 = 60°.
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Prud, ktory preteka ampérmetrom, zistime pomerne jednoducho. KedZe sa nachadza v hlavnej vetve
hned vedla zdroja, sta¢i nam zistit, aky je celkovy odpor zapojenia. To sice vyzera na prvy pohlad pomerne
komplikovane, no kedze je v iom zapojeny iba zdroj jednosmerného napitia, vieme ho vyrazne zjednodusit.

Kondenzatory sa v jednosmernom obvode spravaju, ako keby tam neboli - prud cez ne netecie, su jednodu-
cho medzerou v obvode. Naopak cievky sa spravaju ako dokonalé vodice a nekladu ziaden odpor. To zna-
mena, Ze v celom Ferovom zapojeni sta¢i uvazovat len tri paralelne zapojené rezistory s odporom R, zdroj a
ampérmeter. Odpor celého zapojenia je trividlne £ a ampérmeter teda bude ukazovat hodnotu pradu

u U

I=—=3=.

R
3 R
Na strechu pdsobi tiazova sila v jej tazisku a reak¢na sila od stien. Aby strecha nespadla, stcet pdsobia-
cich momentov sil musi byt nulovy. Osou otac¢ania bude spojnica bodov, ktoré ju podopieraji. V pripade
maximalneho moZzného vysunutia strechy bude jej taZisko na tejto spojnici.

Teraz treba vypocitat plochu, ktort strecha zakryje. Jednoduchsie bude vypocitat plochu malych trojuholni¢-
kov a odpocitat od plochy velkého S, = %, kde a oznacuje dizku odvesny. Ked sa nad tym najprv zamyslime,
vieme z podobnosti trojuholnikov ur¢it, Ze malé trojuholnicky budu tieZ pravouhlé a rovnoramenné (pozri
obrézok). Dalej vyuzijeme, 7e taznica rovnoramenného trojuholnika je zaroveii jeho vyskou a osou uhla
oproti zakladni. Tazisko sa nachadza v jednej tretine taznice, blizsie k prisluinej zakladni. To znamend, ze
vSetky rozmery mensich trojuholnikov st tretinové.

Obrazok 3: Maximdlne vysunutd strecha

Preto obsah strechy bez trojuholnikov mozno vypocitat ako

2 1 2 2 7
Sza__z.(_) .a_z_a2_
2 3 2 18

Cast strechy pokryvajica altanok je preto
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Veru, nedostatok tekutin spdsobuje vselijaké preludy. V skuto¢nosti takato situacia nastat nikdy ne-
moze, teda az na jeden patologicky pripad. Lu¢, ktory dopada na hranol pod uhlom «, hranol takisto pod
uhlom & opusti. Vplyvom hranola teda tien skutocne zmensime, no nikdy tplne nezmizne, ibaze by sa luce
od Slnka $irili horizontalne pod uhlom 0°. Vtedy by vSak zem nebola osvetlena vobec, a teda podstava by
urcite nevrhala na zem Ziaden tien.

Obrazok 4: Luce po prechode hranolom

V bubline je vzduch, ktory mézeme povazovat za idealny plyn. A ako vietci vieme, plati stavova rovnica
idealneho plynu
pV = NkT,

kde p je tlak plynu, V je jeho objem a T je jeho teplota. N je pocet molekul v plyne, ktory je v nasom pripade

v / . v / . . J) 14 v
konstantny, a k je Boltzmannova konstanta. Stavovu rovnicu teda vieme prepisat na tvar - = konst. Teraz

si staci uvedomit, aké su tieto veli¢iny pre nasu bublinu na dne a pod hladinou. Polozime ich do rovnosti

Vi paVa

T, T,

Teploty T; a T, st zndme zo zadania, objem V; vieme vypocitat z polomeru bubliny ako V; = 7r;. Polomerr,

mame vypocitat. Preto si ho vyjadrime:
[p1 T
=1 s [P 2.
Tip,

Teraz nam staci uz len vypocitat tlaky. Na prvy pohlad sa zd4, Ze mame len hydrostaticky tlak p = hpg. To
vSak nie je pravda, musime zapocitat aj atmosféricky tlak, ktory pdsobi na hladinu mora. Pascalov zdkon
hovori, ze tlak stupne o hodnotu atmosférického tlaku p, v celom objeme kvapaliny. Z toho vyplyva, ze
dostaneme tlaky p; = hpg+ p, a p» = p,. To uz len dosadime do stavovej rovnice a dostaneme

722713 %(l‘i‘%g).
1 a

Ciselne vyjadrime vysledok z nasej rovnice. Pritom si musime d4vat pozor na to, aby sme dosadili termody-
namicka teplotu. Po dosadeni vSetkych hodnot nam vyjde

r, = 9,5 cm.

Vsimnite si, Ze pri pocitani sme mohli zanedbat efekt povrchového napitia, kedze tlak sposobeny povrcho-
vym napitim je priblizne o péat radov mensi ako atmosféricky tlak.
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V prvom rade si vyjasnime, preco by na Filipa malo pdsobit nejaké pretazenie, ked sa volne spusta dolu
mostikom. Po kratkej Gvahe si uvedomime, Ze v zavere¢nej faze pred odrazom sa pohybuje po zakrivenom
mostiku, takze nanho musi pdsobit dostrediva sila F,;. Velkost dostredivého zrychlenia je a; = %2, kde R je
polomer zakrivenia mostika.

VY7

pozostava z prevysenia naklonenej roviny dlhej d = 50 m a prevysenia zakrivenej Casti, t. j.

h =dsin43° + x.

S trochou trigonometrie bez vacsich okolkov ndjdeme

x =R (cos13° - cos43°).

Dalej vieme, 7e na kruznicovom obliku dlhom I = 50 m sa sklon zmeni o 30°. Na zéklade toho vieme
vypocitat polomer krivosti mostika

R=-—.
Vi

Rychlost v momente odskoku dostaneme zo zékona zachovania energie. Plati, ze 3v* = gh. Pre odstredivé

zrychlenie preto vieme pisat vztah
V2 2h

adZE—Eg.

Vyuzijuc znamu geometriu mostika mozeme pisat

2 nd
=4 [dsin43° + R (cos13° — cos43°)] g = [5 sin43° + 2 (cos 13° — cos43°) [ g.
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Nezabudajme vsak, ze Filip sa nachadza v gravita¢nom poli Zeme. To znamena, Ze k celkovému pretazeniu
prispieva aj jeho tiaz — konkrétne jej normalova zlozka F;, = Fgcos13°. Pre vysledné pretazenie potom
dostavame

d
a=ag+gcosl3® = (% sin43° +3cos13° - 2cos43°)gi 2,17g.

Elastické lano, aké sa pouziva na bungee jumping, sa sprava ako pruzinka, takze Adamov pohyb moze-
me popisat ako pohyb harmonického oscilatora. Peridda takéhoto oscilatora je vo vseobecnosti T = 271\/% .
Ked je Adam la¢ny, peridda jeho pohybu na lane bude

| M
Ty =2 —.
1 7T k

Po zjedeni N palaciniek bude kmitat s periédou

[ M + Ni
T2:27T %

Zo zadania vieme, Ze periéda bude trojpolovi¢na, takze T, = 2T}. V tom pripade

3, /Al_zﬂ /M + Nm
2 ko kK’

a po umocneni

9M M+Nm
4k k
Nakoniec uz iba vyjadrime
5M
N=2Z,
4m

Zadanie je jasné, treba spocitat odpory jednotlivych zapojeni. Ako prvy nas bude zaujimat odpor medzi
bodmi A a B. Odpor sa nezmeni, ak vrchol pyramidy nahradime dokonale vodivym drotom, ktory spéja
vodice smerujice od bodov A a B so zvysnymi dvoma. Ked si teraz uvedomime, Ze tento dokonaly vodi¢
lezi na zrkadlovej osi symetrie zapojenia, zistime, Ze pri zapojeni k zdroju napitia je na oboch koncoch
dokonalého vodica rovnaky potencial. To znamena, Ze nim nikdy nepotecie prud a vobec nic¢ sa nestane, ked
ho prestrihneme. Ekvivalentna odporova schéma vyzera teda nasledovne:

I I

Obrazok 5: Ekvivalentnd odporovd schéma medzi bodmi A a B
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Pri tom sme nahradili odpor kazdého odporového drotu rezistorom s odporom R = (L a dokonalymi vodi¢-
mi. Vidime, Ze uz je to iba obycajné sériovo-paralelné zapojenie. Vysledny odpor je

2R-R | 2RR

_ [ZR + 2R+R] 2R+R _ ER

- 2R-R 2R-R :
2R+ 2R+R 2R+R 15

AB

Pri vypocte odporu medzi bodmi A a C pouzijeme rovnaky trik so strihanim dro6tu ako pred chvilou. Ten-
tokrat su na osi symetrie dva odporové vodice, ktoré mozeme zahodit. Tym prichadzame k zapojeniu

(=
==

Obrazok 6: Ekvivalentnd odporovd schéma medzi bodmi A a C

Lahko vypocitame, Ze odpor je

Ruc==R
a hladany pomer odporov nadobuda hodnotu
Rup _ 3R _4
RAC % 5

Predpokladajme, Ze satelit leti vo vyske 4 nad povrchom Zeme po kruznicovej trajektérii. Na tejto
orbite ho drzi gravita¢na sila, ktora pren plni funkciu dostredivej sily, preto mozno pisat

G%zmwz(RJrh),
+

kde R je polomer Zeme, M je jej hmotnost, m je hmotnost satelitu a w je jeho obezna uhlova rychlost. Odtial

[ oM
“TN\ R+

Obrazok 7: Satelit na orbite, pohlad na juzny pol
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Nech prelet satelitu trva T. Za tento Cas satelit preleti uhol ¢ = wT. Horizonty vidime pod uhlom ¢ =
2arccos ;. Nezabudajme, ze v dosledku rotécie Zeme sa Kvik este pootoci o dodato¢ny uhol @ = QT, kde
Q je uhlova rychlost rotacie Zeme. Ked to dime do rovnosti, dostaneme rovnicu

GM R
—3T= QT + 2arccos —,
(R+h) R+h

z ktorej by sme radi vyjadrili neznamu vysku h.

A tu narazame na problém - dostali sme rovnicu, ktort nevieme riesit analyticky. Preto ju budeme riesit
numericky. Pouzijeme metédu binarneho vyhladavania. Za tymto uc¢elom zadefinujeme funkciu

F(h) = G—M3T—QT—2arccos R
(R+h) R+h

a budeme hladat jej nulovy bod F(h) = 0.

Princip bindrneho vyhlad4vania je nasledovny. Na zadiatok odhadneme interval (a; b), v ktorom o¢akdvame,
ze lezi koren rovnice. Vzhladom na to, Ze funkcia F (h) je spojitd, tak ak F(a) - F(b) < 0, t. j. ak znamienka
na koncoch intervalu st opa¢né, potom 3¢ € (a;b) : F(c) = 0.! Nésledne interval rozdelime na polovicu, ¢im
dostaneme dvojicu intervalov (a; %b) a (%b; b).

atb
2

jedného z dvojice intervalov - toho, ktory splita podmienku, Ze v krajnych bodoch intervalu st opa¢né zna-
mienka. Algoritmus ukoncime, ked dosiahneme pozadovanu presnost. V naom pripade zadanie pozaduje
presnost 1 km, ¢o znamena, ze skonc¢ime, ked dlzka intervalu klesne pod tuto hodnotu.

Ak mame to $tastie, ze F ( ) = 0, algoritmus ukonc¢ime. V opa¢nom pripade pokracujeme prehladavanim

Podme na vec. Zaujima nas vyska letu satelitu. Ta je zrejme mensia ako 1000 km, takze ako nas pocia-

to¢ny odhad mozZno pouzit interval (0 km; 1000 km). Chceme dosiahnut presnost 1 km. Vzhladom na to,

ze pri kazdej iteracii sa zmensi velkost intervalu na polovicu, potrebujeme vykonat aspon 10 iterdcii, ¢im
1000 km

dosiahneme velkost intervalu =5 < 1 km. Cely vypocet mozno zapisat do tabulky.

Tabulka 1: UkaZzka rieSenia bindrnym vyhladédvanim

Iterdcia a [m] b [m] 0 [m] F(a) F(b) F (%)
0 0 1000000 500000 0,56 -0,61 -0,27
1 0 500000 250000 0,56 -0,27 -0,02
10 230469 231445 230957 0,00048 -0,00073 -0,00013

V desiatej iterdcii sme konecne dostali b — a < 1 km, CiZze sme dosiahli poZzadovanu presnost. Za riesenie
mozno zobrat hodnotu zo stredu intervalu ako nase priblizné numerické riedenie h = 231,0 km. Ak by sme
pokracovali dalej, dostali by sme presné riesenie h = 230,9 km.

'Navyse funkcia —arccos ﬁ je monotdnne rastica na intervale h € [0; c0] a podobne 4 /% je monotoénne klesajiica na

tomto intervale, takze rieSenie rovnice F(c) = 0 bude préve jedno.
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Skor nez sa pustime do prekreslovania pV-diagramu na VT-diagram, je nutné zistit, aké termodyna-
mické deje v plyne prebiehaju a aké objemy a teploty ma plyn v jednotlivych fazach deja. Na to vSetko nam
bude stacit rovnica idealneho plynu pV = NkT, kde N je nemenny pocet Castic.
o Priprechode 1 — 2 v plyne stipa tlak priamo umerne s objemom, takze zo stavovej rovnice }%/ = konit.
vyplyva, Ze objem a teplota sa budti menit podTa zavislosti V o< /T a v bode 2 bude mat plyn objem
2V, a teplotu 4T,

o Pri prechode 2 — 3 vykonava plyn izobaricky dej, to znamena, Ze objem sa meni priamo timerne
s teplotou. V bode 3 bude mat plyn objem 4V} a teplotu 8T.

o Pri prechode 3 — 4 tlak v plyne klesa priamo timerne s objemom, takze zavislost objemu a teploty je
opéat odmocninova a v bode 4 ma plyn objem 2V a teplotu 27

o Priprechode 4 — 1 sa objem meni opit linearne s teplotou.

Pri prekreslovani na VT-diagram by sme uz nemali mat Ziaden problém, staci si dat pozor na to, aby vsetky
krivky po predizeni prechéddzali po¢iatkom grafu. Prekresleny cyklus vyzera nasledovne:

\%
A
0 3
2V 1 . i
K%
— ; ——t—t ‘ >
0 1 21, 4T, 8T, T

Obrazok 8: Cyklus prekresleny do VT-diagramu

Kedze uvazované elektrické pole je homogénne, na vietky vylietavajice elektrony bude smerom nadol
posobit konstantna sila velkosti Ee. Ta bude udelovat elektronom zrychlenie a = % Mozme si tiez uvedo-
mit, Ze gravita¢na sila pdsobiaca na elektrény je oproti elektrickej sile zanedbatelnd. Cela ststava je rotacne
simernd, takZe vo vypocte sa sta¢i obmedzit na jeden rez obsahujuci zdroj. Analogicky k Sikmému vrhu v

homogénnom gravitacnom poli mdzeme popisat stradnice elektréonu uniknuvsieho zo zdroja pod uhlom ¢

X=Vt=vcos¢-t,

1 1
=y t——at* =vsing -t — —at’.
Y= 2 % >

—_—
t
o,

X, X,
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V zavislosti na pociatocnej rychlosti a eleva¢nom uhle elektrénu mozu vo vseobecnosti nastat tri pripady:

o elektron narazi do hornej dosky kondenzatora;
o elektrdn sa obtrie o hornu dosku kondenzatora;

o elektron nedosiahne dostato¢nu vysku na to, aby sa dotkol hornej dosky kondenzatora.

Pozrime sa na elektron, ktory sa prave obtrie o hornu dosku. Letiaci elektron dosiahne svoju maximalnu
vysku po case
vy wvsin
r-2-2%
a a

Ak tento ¢as dosadime do vzorca pre y-suradnicu a polozime ju rovnu d, zistime pod akym uhlom musi byt
vypusteny elektron, aby svoju maximalnu vysku dosiahol prave vo vyske dosky, o teda znamend, Ze sa o iu
obtrie.

J vsin®gp  12sin¢  v?sin’ ¢

b

a 2a 2a

. V2ad
¢ = arcsin —

Ak do tohoto vztahu dosadime zadané hodnoty, vyjde uhol ¢ = 36,37°. Tento uhol je mensi ako 45°, ¢o
znamend, ze vSetky elektrony, ktoré by mohli doletiet dalej, narazia do hornej dosky. Ak dosadime tento
uhol spolu s ¢asom T do rovnice pre x-suradnicu, zistime v akej vzdialenosti od stredu sa budu elektrény
obtierat o hornt dosku
V2 cos @ sin ¢
Xp= ————.
a

Vieme teda, Ze vrchol trajektorie takéhoto elektronu je vo vodorovnej vzdialenosti x;, od zdroja. Ak si uvedo-
mime, Ze elektréon dosiahne vrchol trajektérie presne v polovici prejdenej vodorovnej vzdialenosti, zistime,
ze maximalny dolet na spodnej doske je x; = 2x;,.

Po dosadeni hodnoét zo zadania dostavame xj;, = 2,715 m. Ak vezmeme do Gvahy rota¢nt simernost ulohy,
zistime, ze elektrony budu na hornu dosku dopadat do kruhu s polomerom 2,715 m a na dolnt dosku do
kruhu s polomerom 5,43 m. Pre celkovu plochu dopadu teda dostavame vysledok

S=m(x}+x3) =5mx) = 116 m*.

Pozrime sa na to, aka sila posobi na podlozku. Musi to byt sticet reakcie na tiazovu silu misky Fpg, =
Mg a tiazovu silu vody Fyoa, = 37R3pg.

Teraz sa zamyslime, akad sila spdsobi zdvihnutie misky. Treba si uvedomit, aku tlohu zohrava tlak vody v
dolnej podstave. Podla tretieho Newtonovho zédkona musi rovnaka tlakova sila, aka posobi na podlozku,
posobit aj od podlozky na kvapalinu. Prave tento tlak s velkostou p = hpg sposobuje zdvihnutie misky. Pre
silu potom plati F = pS = pgnR>. Teraz uz len staci dat sily do rovnosti a vyjadrit vysledni hmotnost misky
ako

3 2 3
pgnR’ = Mg + gﬂR Pg

odkial
M= %nR3 p.
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Pocitajme momenty sil vzhladom na bod dotyku suda s podlozkou. Budu tu pdsobit dva momenty sil.

NNT

a

Obrazok 9: Sud so syrom

Moment sily v tazisku samotného suda sa pokusa otocit sud v zapornom smere a moment sily od syra zasa v
kladnom:

My, = mgR (sin - sina),
Mg = —MgRsin «.
V pripade, Ze sa sud nebude otacat, bude vysledny moment nulovy, teda musi platit:
My, + Mgyq = 0,

mgR (sin f - sina) = MgRsin «

a teda

sinf = sina.
M+m

Aby sme maximalizovali uhol, sta¢i ndm maximalizovat jeho sinus a nasledne vyjadrit jeho hodnotu. Kedze
sin & je priamo Gmerny sin 8, musi byt uhol B ¢o najvacsi. Pre hrani¢ny stav syra v sude teda plati rovnost
tangencialnej zlozky tiazovej sily a trecej sily:

mgsinf = umgcosp = tanf =p.

Nésledne vyuzijeme, ze cos f = \/1 — sin* B a dostaneme

sinf= .
V1+u?
Po dosadeni
. m U
sina =
M+m. /1 + /42

ateda

. m U
« = arcsin .
M+m\/1+ 2
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Vieme, Ze kapacita kondenzatora vyplneného dielektrikom s relativnou permitivitou ¢ vzrastie e-krat.
Ale ¢o ak je vyplnena iba ¢ast? Jednou z moznosti je prerobit kondenzator na ekvivalentné zapojenie viace-
rych kondenzatorov, ktoré budu dielektrikom vyplnené bud celé, alebo vobec.

Ak do kondenzatora vlozime tenku vodivi dosku rovnobezne s jeho platiiami, elektrické pole v nom sa ne-
zmeni, kedZe celkovy ndboj na doske je nulovy. To znamena, Ze elektrické vlastnosti takéhoto kondenzatora
sa nezmenia. TieZ sa ni¢ nezmeni, ak teraz tuto dosku rozdelime rovnobezne s povrchom na dve a spojime
ich vodi¢om. Pri tom sme vlastne ziskali dva sériovo zapojené kondenzatory. Pozor, vzniknuté kondenza-
tory ale maju dvojnasobnu kapacitu oproti kapacite C povodného kondenzatora, pretoze vzdialenost platni
sa zmenSila na polovicu.

To znamena, Ze kapacita kondenzatora v prvom pripade je rovnaka ako kapacita dvoch sériovo zapojenych
kondenzatorov s kapacitou 2C, pricom dielektrikom je vyplneny iba jeden:

B 2C-e2C B 2¢
T 2C+e2C 1+¢

1

V druhom pripade je zjavné, ze ak kondenzator “rozrezeme” vertikalne, polia sa opat nezmenia a my dosta-
neme dva kondenzatory spojené paralelne (kazdy tentoraz s kapacitou C/2 kvoli polovicnej ploche platni).
Takze kapacita v druhom pripade je

Pre pomer kapacit polovyplnenych kondenzatorov dostavame

Cl 4¢

C (1+¢)*

Pozrime sa najprv na prvu fazu. V nej kri¢ia Nina s Kvikom a Jaro, sice s velkym sebazaprenim, ale
predsa len pocuva. Ked vypustia zo svojich utrob zvuk, $iri sa v gulovych vinoplochach vzhladom na masu
vzduchu. Jej pohyb sa da popisat sice neznamym, ale konstantnym vektorom v . Ten sa bude skladat s takymi

P d e e . ’ 7 ’ > vr . 7 .
vektormi ¢, predstavujucimi pohyb zvuku vo vzduchu, aby vysledna rychlost $irenia zvukového prejavu
mala smer k Jarovi.

Ozna¢me si cg vektor rychlosti Kvikovho akustického produktu vo vzdugnej mase. Tak, ako sme ho vybrali,
pren plati

kv +v, =0 a Cki + Ve = ——,
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kde L je vzdialenost Kvika a Niny od Jara a T; je zadany cas, za ktory sa Kvikov poryv hlasiviek dostane k
Jarovi. Analogicky pre cy plati

e+ Ve =0 a

a pre oba vektory rychlosti zvuku prirodzene plati

— —
|CK| = |CN‘ =C.
vy 7 > 7 vy e I sp R B ’ v, v ud —>
Vyssie uvedené vztahy nam umoznuju odstranit z dalich vypoctov zlozky cx a cy.

2 2
L L
F=l=—+v | +vi=|=—+v,| ++
Ty T

K
NJ

s Or . o vr 7 . . . . > —> —> —>
V druhej faze sa situdcia oto¢i. Zvuk sa od Jara ku Kvikovi a Nine nesie vektormi cx’ + v, resp. ¢y’ + v . Pre
tie musia platit vztahy analogické tym v prvej faze.

Teda plati
/ / L
Cy + V=0, Cr T Vi —_—,
T]K
/ / L
Cne T Ve =0, Cny +Vy —
T]N
atiez

g ud
|CK = |CN | =C.

7 . V. — ud ’ ’ 7o e s
Odstranenie zloziek cx’ a ¢y’ zo sustavy rovnic vyusti do vztahu

2 2
L L
62 (——VK) +V3=(——Vv) +V2
TK] TN]

27
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Skombinovanim tohto vztahu s jeho uz uvedenym blizkym pribuznym dostaneme

) ) L L
Vet Vp+ 2 — | v+t | =] =
Txy Txy
2
5 5 L L
=V AV, + 2| — |t | =
Ty Ty
2
5 ) L L
=ve+ v, =2 =— v+ |=— ] =
Tk Tk
2
L L
2 2
=vi+v, =2 — v+ | —
K v T]N v T]N

Tato stpravu rovnic mozeme trochu spristupnit od¢itanim prvych dvoch ¢lenov od vsetkych pritomnych

stran.
2

L L

2l — v+ | =—] =
TK] TK]

L L\

o= |w+ =] =
Ty Ty

L LY

=2 =)+ [=] =
Tk Tix

L L\
=2 = | =
Ty TN

Ak vyuzijeme rovnost 1. a 3. riadku, resp. 2. a 4. riadku v predchddzajuicom odseku, vieme pomocou
zadanych veli¢in pohodlne vyjadrit

L(l 1) L(l 1)
Ve==|—-— a v=-|—-—1|,

|_’| L (1 1)2+(1 1)2 29,43 m/
v|=—= —_— - — -] =29,43 m/s.
2 T]K TK] T]N TN]

Vysledné magnetické pole vieme urcit superpoziciou jednotlivych hran pévodného stvorca. Komu by
sa v8ak chcelo rozdelovat $tvorce na kusky, ked mozeme vysledny utvar vyskladat zo samotnych $tvorcov?

¢o znamena, ze

Stadi zobrat tri pdvodné siete a ulozit ich na pozadované miesta, aby vytvorili vysledny utvar. V nasom
pripade to bude jeden Stvorec v lavej stene, druhy v pravej a treti v hornej podstave. Vdaka superpozicii
prudov nam dvomi hranami v hornej podstave prestane pretekat prad.

KedZze magnetické pole od jedného stvorca je kolmé na rovinu pévodnej siete, magnetické pole od pravej a
lavej steny sa vyrusi a vysledkom bude iba magnetické pole od hornej podstavy smerujice nadol s rovnakou
velkostou ako povodné. Pre velkost vysledného magnetického pola B, teda plati B, = B;.
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Nech hladina mlieka siaha do vysky h. Polozime ho na naklonent rovinu so sklonom «. Uvedomme si,
ze volna hladina mlieka bude vzdy vodorovna. Nakolko je podla zadania mlieka v $katuli rozumné mnozstvo,
mlieko nadobudne tvar zrezaného hranola. Jeho bo¢na stena teda bude mat tvar lichobeznika, ako vidiet na
obrazku.

V medznom pripade musi platit, Ze tazisko mlieka ma byt nad osou otacania. Najdime si teda polohu tazis-
ka. Zavedme si suradnicovu sustavu tak, ze jej osi zodpovedaju hrandm $katule. Lichobeznik pozostava z
obdlznika s rozmermi a x (h — x) a pravouhlého trojuholnika s odvesnami dlzok a a 2x. Tazisko obdlznika

ma suradnice [%, hf"], tazisko trojuholnika suradnice [%‘, h - ’3‘] Stradnice taziska lichobeznika su teda
; g-alh-x)+4%-ax a ax
r ah 2 6k
_%-a(h—x)+(h—§)-ax _E+x_2
r ah 2 6

Z obrazka vidime, Ze pre naklonenie vodnej hladiny vzhladom na steny $katule plati

2x
tana = —.
a

Zaroven vs$ak z podmienky, Ze v limitnom pripade ma byt tazisko nad hranou skatule dostavame, ze

&y 12ah-2a’tana
tana = — = .
Ny 1202 +a?tan’

Vylacenim neznamej x dostavame kvadraticku rovnicu pre vysku mlieka v $katuli

[ h+a2(tan2“+l) = 0.
tan o 12 6
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Jej riesenim je

a tan?a 2
h= 1+1/1-tana +=11.
2tan« 3 3

Lahko overime, Ze musime zobrat riesenie so znamienkom “+”. Druhé rieSenie totiz s rasticim uhlom nak-
lonu klesd, ¢o by znamenalo, ze ¢im miernejsi je sklon, tym menej mlieka staci na prevrhnutie a v limitnom
pripade vodorovnej roviny hovori, Ze by sa mala prevrhnut aj prazdna skatula od mlieka, ¢o je samozrejme
nezmysel. Pre a = 1 dm a a = 30° dostavame h = 1,6 dm a pre objem mlieka v skatuli

V=0a’h=1,6dm>.

Uboh4 planéta sa pred rozpadom pohybovala kruhovou rychlostou vo vzdialenosti r. Jej obezné rych-
lost teda musela byt
GM
Vi = _—.
r
Po rozpade sa oba kusy pohybovali po parabolickej trajektorii, ktorej zodpoveda prave unikova rychlost. Ta
ma vo vzdialenosti r hodnotu
2GM

Ve = .
r

Rychlost prvého kusu sa teda zmenila o

Av1=ve—vk=(\/§—1)\/GTM
Av2:v6+vk:<\/§+1)\/%/[.

Zo zakona zachovania hybnosti vyplyva podmienka pre hmotnosti kusov

a druhého o

AVl mp = AVzmz,

a teda

m_Av_v2-1 -3-2V2.

m;  Av, \/5 +1
Po napojeni prstena na napitie U zacne obvodom pretekat prad. Ako to uz v prikladoch s odpormi
byva, prud si vybera cestu mensieho odporu. Cim je viak ¢ast drotu dlhsia, tym je jej odpor vacsi v stlade s
rovnicou R = pi, kde S je obsah prierezu drétu, p rezistivita a [ dlzka drétu. To znamend, Ze kratSou ¢astou
prstena bude pretekat vacsi prud. Bude teda platit

Jx = = Jox-,

R l

Magnetické pole v okoli priudovodica je priamo umerné pridu a jeho efektivnej dizke. Zakrivenu slucku
si vieme predstavit ako velmi kratke prudovodice rovnako vzdialené od stredu, kde kazdy z nich rovnako
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prispieva k magnetickému polu. Pozor! Smer magnetického pola je taktiez dolezity, no ten lahko urc¢ime
z Ampérovho pravidla pravej ruky. Z toho dévodu teda bude platit

Bhore x Il : ll a Bdole & IZ : 12-

Z toho vyplyva, ze zatial ¢o prad s dlzkou klesa, velkost magnetického pola rastie. KedZe je véak vysledné
magnetické pole zavislé od I aj [ linearne, oba vplyvy sa vyrusia a vysledné magnetické pole v strede nebude
od uhla ¢ zavisiet vobec. Pre jednotlivé zlozky vysledného pola teda bude platit:

Bhore = Bdole-

Jedno vsak smeruje nahor, druhé nadol. Vysledna velkost magnetického pola bude teda nulova pri akom-
kolvek bode zapojenia.

Nech kyvadlo obieha s uhlovou rychlostou w. Potom jednu obréatku zvlidne za ¢as T, = 271/w. Dalej
nech tejto uhlovej rychlosti zodpovedd rovnovézna poloha kyvadla odchylend o uhol ¢, od vertikdlneho
smeru. Na kyvadlo potom posobi odstrediva sila velkosti Fy = mw?Rsin ¢, a tiazova sila F; = mg. Pre
rovnovaznu polohu kyvadla plati

Fo w?Rsing,
tangp, = — = ————.
FG g
Odtial

2
__8 . : _ g
cos<po—ﬁ, sing, = 1_(ﬁ) .
NapiSme teraz pohybovt rovnicu pre kmity kyvadla. Nech ¢ je uhol merany od rovnovaznej polohy kyvadla.
Potom pohybova rovnica vyzera nasledovne:

mR’e = —-mgRsin (goo + (p) + mw?Rsin (‘Po + go) Rcos (‘Po + (p) .
Rovnica sa da upravit pouzitim suctovych vzorcov:

€= —% (sin ¢, €Os ¢ + sin ¢ cos (po) + w? (sin ¢, €COS ¢ + sin ¢ cos (po) (cos ¢, COs ¢ —sin @, sin (p) .

Tato rovnica nie je obzvlast vabna, preto sa ju pokusime linearizovat. Do prvého radu presnosti pre malé
uhly plati sing ~ ¢ a cos ¢ ~ 1. Potom

em—%(sinq)o-1+(p-cosg00)+a)2(sin(p0-1+go-c05(p0)(cosgo0-l—sin(po-q))
~ [ w?sin - 220 262 &
~ ¢, oS @, Rsmgoo + | w®cos” ¢, — w*sin” @, Rcosq)o ®.

Spomerime si, ze sme nasli vztah medzi rovnovaznym uhlom ¢, a uhlovou rychlostou w a dlzkou matema-
tického kyvadla R. Ked prislusné vyrazy pre sinusy a kosinusy dosadime do pohybovej rovnice, vypadne z
nej absolutny ¢len a dostdvame rovnicu harmonického oscilatora

2
ER (wfRz —a)z)(P;

info-sk@physics.naboj.org 31 https://physics.naboj.org/


mailto:info-sk@physics.naboj.org
https://physics.naboj.org/

Vzorové riesenia 21. Fyzikdlny Naboj, 2018

NABO2J
TARR2

ktorého periéda malych kmitov je

Hladany pomer peridd je

¢o mozno spatne vyjadrit pomocou rovnovazneho uhla

k=sing,.

V tejto ulohe ide o najdenie tepelnej rovnovahy Zziarenia absolutne ¢iernych telies. Slnko izotropne
vyzaruje urcity vykon, ktory Plackozem dokdze absorbovat. Zaroven v$ak sama vyzaruje do polpriestoru
nad sebou, takze nakoniec sa ustali rovnovaha. Zakreslime si podstatné veli¢iny a vzdialenosti:

Hustota toku klesa so $tvorcom vzdialenosti. Z geometrie ulohy by ndm teda malo byt jasné, Ze najvy3si
absorbovany vykon bude v bode H, ktory sa nachadza na Plackozemi priamo pod Slnkom. Ozna¢me teplotu
v tomto bode Ty. V ostatnych bodoch bude vzdialenost od Slnka urcite vicsia, takze tok vykonu bude mensi;
a navyse luce uz nebudu dopadat kolmo, ale sa budu distribuovat na vaésiu plosku. Navyse vieme povedat,

ze vo velkej vzdialenosti sa teplota bude limitne blizit k 0 K.

Ako bude vyzerat obyvatelna zéna? Ozna¢me hranice teplotného intervalu T; a T,, pricom T; < T,. Teraz

mame tri moznosti:

o Ak Ty < T, cela Plackozem bude prili§ chladna. Nachdadza sa prili§ daleko od slabého Slnka, a teda

obyvatelnej zony niet.

o« Ak T} < Ty < T,, obyvatelnou zénou bude nejaké symetrické okolie bodu H az po urcita kriticka

vzdialenost - ¢ize kruh.

« Napokon ak T, < Ty, okolie bodu H je prili$§ hortice. Avsak teplota s rasticou vzdialenostou rychlo
klesd, takze v urcitej vzdialenosti dosiahne T, neskor aj T a medzi nimi sa vytvori obyvatelna zona

v tvare medzikruzia.
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No a teraz to podme celé spocitat. Pomocou Stefan-Boltzmannovho zdkona lahko urc¢ime, Ze celkovy svetelny
vykon nasho Slnka je

P=Sx0Tg =4nR% 0Ty,

kde S, je jeho povrch. Dalej nds bude zaujimat mnozstvo Ziarenia, ktoré dopadé na nejakd malt plogku
Plackozeme vo vzdialenosti d od Slnka. Uhlovy priemer Slnka pri pohlade z lubovolného bodu Plackozeme
bude dostato¢ne maly na to, aby sme ho mohli povazovat za bodovy zdroj. Svetelny tok sa $iri rovnako do
vsetkych smerov, takze vo vzdialenosti d jeho velkost bude

_ 4nR*0T§  oRT§
C Al &2

Pozrime sa v§ak na malua plosku Plackozeme vo vzdialenosti d od Slnka. Tento tok na nu nedopada kolmo,
ale pod uhlom ¢. Celkovy absorbovany vykon na jednotku plochy teda este musime vynasobit sin ¢. Tento
¢len vSak vieme vyjadrit pomocou znamych premennych, kedZze plati

sing = h
=7

Vykon na jednotku plochy je teda

oR*Th

P=®sing = FE

Tym méame vyrieSent absorpciu ziarenia. Co ale tepelné straty? Opiat nam pomoze Stefan-Boltzmannov
zakon. V rovnovaznom stave sa prijaty a vyziareny vykon budu rovnat, takZze mozeme napisat
oR’TZh
d3

!
=0T

Jedinou neznamou je tu pre nas vzdialenost d, ktoru vieme osamostatnit na lavej strane rovnice. Dostaneme
1/3
T4
d=(Rh=| .
T4

Rozlohu pripadnej obyvatelnej zony je vsak lepsie vyjadrit pomocou vzdialenosti od bodu H, ktoru oznaci-
me x. Z Pytagorovej vety plati

2= d I,

Odetial si uz lahko vieme vyjadrit priamo x. Dosadenim overime, Ze pre dolnu aj hornt hranicu pozadova-
ného intervalu teplot dostavame redlne riesenie, a teda nasou hladanou plochou bude naozaj medzikruzie.
Nakoniec vypocitame plochu medzikruzia ako rozdiel ploch dvoch kruznic. Po dosadeni za x? pre hranice
intervalu teplot dostavame

T4 2/3 T4 2/3
S:ﬂ(x%—xf):ﬂ((thT_i) _(thT_?l) ): R4/3h2/3Tg/3(T1—8/3_T2—8/3).
1 2

Po dosadeni ¢iselnych hodnot ziskame vysledok

S = 3538765 km?.
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Je jasné, ze pohyb astronauta bude prebiehat po elipse s ohniskom v strede asteroidu. Aby sme uz po
mnohykrat mohli obdivovat geometriu elipsy, bude najlepsie hned si nakreslit obrazok:

~
N
e T

Obrazok 10: Geometria obehu po elipse

Rozmery a poloha elipsy bezprostredne vyplyvaju zo zadania: body vzletu a pristatia si vzdialené $tvrtinu
obvodu a elipsa zviera na povrchu asteroidu s jeho povrchom uhol 45°. Teda je zrejmé, ze pohyb astronauta
prebehne presne po polovici elipsy. Tiez je ihned zjavna mald polos tejto elipsy, b = %.

Na urcenie velkej polosi uz ale treba vyuzit dal$ie znalosti: napriklad to, Ze sucet vzdialenosti od ktoréhokol-
vek bodu elipsy k dvom ohniskdm je rovnaky. Ked sa pozrieme na bod, kde astronaut pévodne stal, sucet
vzdialenosti k ohniskam je 2R. Naopak od pericentra, teda od bodu, ktory je na obrazku najviac vlavo, je to
2a, odkial plynie a = R. Elipsu mame teda urcenu, este treba zistit ¢as letu. Tu vyuzijeme znalost obeznej
doby po celej elipse’

a druhy Keplerov zakon, ktory hovori, Ze plocha opisana sprievodi¢om?, je za nejaky fixny ¢as vzdy rovnaka.
Ak teda chceme vediet ¢as ¢ potrebny na prejdenie polovice elipsy, bude tvorit rovnaku ¢ast obeznej periody,
aku tvori opisand plocha z celej plochy elipsy. Opisana plocha je
mab R?
§=—+ —
2 2

a celd plocha je

takze

2Ak si nepamitéte, d4 sa odvodit tak, ze zistite obeznti dobu po kruhu, a len zamenite polomer za velka polos. Korektnost
tohto kroku vyplyva z tretieho Keplerovho zakona.
?¢ara spéjajtica ohnisko elipsy a obiehajuci objekt
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Prec¢o by mal Kvik vidiet ¢ervené svetlo ako zelené? Po chvilke kontemplovania prideme na to, ze za tym
moze byt jedine Dopplerov efekt. No ¢o by to bolo za priklad, keby nemal nejaky mensi hacik. Svetlo sa totiz
pohybuje rychlostou svetla (prekvapivo), zatial ¢o bezny vztah pre dopplerovsky posun frekvencii vychadza
z Galileovych transformdcii, ktoré su nerelativistické. Potrebujeme teda relativisticku verziu Dopplerovho
posunu.

Po chvilke obcovania s Lorentzovymi transformaciami, potazmo po kratkom listovani v odbornej literature,
dostaneme pre relativisticky posun frekvencii vztah

c+v

f=fn)—

c—v
Potrebujeme odtial vyjadrit rychlost pohybu Kvikovho auta

PR RR
PR T et

v

Po dosadeni vinovych dlZok zeleného a ¢erveného svetla dostdvame

11
v=—c=0,18c.
61

Kvik by si mal teda poriadne zvazit, ¢i sa mu oplati viac zaplatit pokutu za prejazd krizovatkou na cervenu
alebo za prekrocenie rychlosti o 7 radov.

Pre porovnanie e$te mdzeme vypocitat rychlost vychadzajtc z klasického Dopplerovho vztahu. Odhliadnuc
od toho, Ze vysledok zavisi na volbe vztaznej ststavy, zvolme si vztaznu ststavu spojenu so semaforom. V

tejto vztaznej ststave pre frekvencny posun plati f = fo=*, odkial vyjde

v:(Jéo—l)c:(%—l)c:O,Zc.

Ako hovori zadanie, sustava je na zaciatku nehybna, pretoze na oboch stranach kladky st zavesené
zavazia (resp. zaby) s hmotnostou 2m. Otazkou je, ¢o sa stane, ked sa Katka pohne rychlostou v nahor
vzhladom na lano. Odpoved ndjdeme, ked sa zamyslime nad tym, ako presne zrychlila na v. Pocas aktu
zrychlovania spdsobi Katka to, Ze na jednu stranu kladky posobi sila F(t), ktora vsak mdze mat fubovolny
priebeh.

Podla tretieho Newtonovho zdkona teda pdsobi sila F() aj na lahsiu Zabu so zdvazim m, ale smerom nahor.
KedZe kladka je dokonald (ma nulovi hmotnost a lano na nej nepredmykuje), sily a momenty sil na nu
podsobiace su vzdy nulové. To znamend, Ze aj na Vladka pdsobi sila F(t). Katke so zdvazim, a rovnako ako aj
tazsej Vladkovi, bol udeleny impulz sily
15}
I= Fdt,
5]

ktory sposobi zmenu hybnosti Ap = I na oboch stranach kladky. Ak oznac¢ime rychlost pohybu Vladka
smerom nahor (a teda aj rychlost lana) u, z rovnosti hybnosti na oboch stranach kladky dostaneme

2mu=m(v—u) - mu,
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¢ize u = ¥. Katka teda sttipa ku kladke rychlostou 3v a bude tam prva. Potrva jej to ¢as

Za tento cas sa Vladko posunie o

takze hladana vzdialenost Ziab bude %H

Este dodame kratku poznamku k hybnosti stistavy a inému spdsobu rieSenia. V§imnime si, Ze tazisko sustavy
sa pohybuje smerom nahor. To znamend, ze hybnost sustavy sa oproti pokoju zmenila. Preco neplati zdkon
zachovania hybnosti? Ked Katka zrychluje a posobi silou na lano, vyvolava reaként silu v kladke, ktora je ale
vacsia — na sustavu totiz pdsobi vonkajsia sila. Hned ako sa Katka za¢ne pohybovat konstantnou rychlostou,
hybnost sa uz menit nebude. Rovnako by sme sa mohli pozriet na problém cez moment hybnosti. Ziaden
vonkaj$i moment sily na sistavu nepdsobi, a teda sa nebude menit ani moment hybnosti sustavy. Ak by sme
polozili celkovy moment hybnosti po¢as pohybu rovny tomu pociato¢nému, ¢ize nule, dostali by sme presne
rovnicu pre hybnosti pravej a lavej strany

2mu=m(v-u) - mu.

Poculi ste uz niekedy o solarnej plachte? Ak ano, tak asi viete, Ze aj dopadajuce svetlo pdsobi silou.
To isté sa bude diat aj tu. KedzZe svetlo posobi silou, znamena to, Ze musi mat nejaka hybnost. A naozaj,
kedysi mudri [udia vymysleli, Ze svetlo sa da chapat ako prad akychsi ¢astic, fotonov, pricom kazdy jeden ma
energiu zodpovedajtcu jeho frekvencii rovna

E=hf
a hybnost

_E

p==

Prud foténov sa bude odrazat od stien kruhu pod uhlom 90° — «, meranym od kolmice. To znamena, Ze pri
odraze jedného fotonu sa jeho hybnost zmeni o

E
Ap =2pcos(90°—a) = 2—sina.
¢

Let jedného fotéonu medzi dvoma bodmi odrazu trva

2Rssi
Af o s1n(x.
c

Teraz prichadza kluc¢ova tivaha. KedzZe fotony povazujeme za diskrétne Castice, sila posobiaca na obru¢ bude
nepravidelnd. Ale kedZe fotony sa pohybuju extrémne velkou rychlostou, budu tiez velmi ¢asto narazat do
steny. A ak bude ¢as medzi dvoma odrazmi At velmi maly, m6Zeme vypocitat priemernu silu pdsobiacu
pocas tohto casu, zanedbat fluktuacie, a povazovat silu za kons$tantnu, rovnu prave tejto priemernej sile.

Teda priemernd sila posobiaca pocas intervalu At od jedného fotonu bude

Ap 2%sina E

At ~  2Rsina _R'

c
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Kedze foton v obruci divoko poletuje, tato silu mozeme na zaklade rovnakého argumentu povazovat za rov-
nomerne rozlozend po celej obruci. Navyse si vS§imnime, Ze sila nezavisi od uhla, pod ktorym Sajmon svieti
- mensi uhol znamena Castejsie zrazky, pri ktorych sa v§ak odovzda menej hybnosti.

Ked Sajmon zasvieti do obruce laserom s vykonom P po dobu ¢, vytvori [ic¢ s energiou Pt. To znamenad, Ze v
obruci sa bude nachddzat % foténov. Kedze podobné argumenty platia pre vietky fotony, vysledna sila od £
foténov bude % krat vicSia, teda

_PtE Pt

" ER R’
Znova si mozeme v§imnut, ze celkova sila nezavisi od energie jedného fotdnu, kedZe vacsia energia znamena
vacsiu silu od jedného, ale menej foténov v celom luci. To je sila pdsobiaca na obru¢ v radidlnom smere,
takze este treba urcit tahovu silu. To mozno urobit tak, Ze si predstavime, Ze nechame obru¢ malicko zvacsit
a pozrieme sa na to, aké prace budu konané vetkymi pdsobiacimi silami. Zo zdkona zachovania energie
potom mozno dopocitat chybajicu silu T¢. Ked sa polomer obruce zvi¢si o Ar, jej dlzka sa zvicsi o 27Ar.
Radialne sily vykonaju pracu

Pt
W=—Ar
R
a tahové sily
W = T2nAr.
Porovnanim tychto prac najdeme neznamu silu
Pt
27R’

Na to, aby sme zistili, aky je moment zotrvacnosti Samkovej vysusenej cibule, si musime uvedomit
niekolko veci. Prvym - pomerne trividlnym - poznatkom je, Ze moment zotrva¢nosti gule je 2mR?, kde
m je hmotnost plnej gule. Druhym poznatkom je fakt, Ze moment zotrvacnosti je aditivny: ak je vysledny
objekt tvoreny viacerymi ¢astami, moment zotrvacnosti vysledného objektu okolo fubovolnej osi je su¢tom
momentov zotrvacnosti jednotlivych casti okolo tej istej osi. Ako posledné si staci uvedomit, Ze ak kazdy
dlzkovy rozmer zvi¢$ime k-krat, hmotnost sa zvacsi k>-krat. Inak povedané, treba vediet $kalovat.

Po tomto kratkom uvode sa mozeme pustit do pocitania. Prazdna cast cibule ma rovnaky tvar ako jej pl-
na Cast, len je mensia, s faktorom $kélovania dve tretiny. VSeobecny vyraz momentu zotrva¢nosti ma tvar
cMR? pre nejaku konstantu c. Hmotnost M sa $kaluje s trefou mocninou rozmeru, polomer R s prvou, takze
moment zotrva¢nosti prazdnej Casti bude (%)S-nésobkom momentu zotrvacnosti plnej Casti. S¢itanim mo-
mentu zotrvacnosti plnej a prazdnej casti by sme mali dostat moment zotrvacnosti celej gule. Ak oznac¢ime
moment zotrvacnosti plnej casti I, plati

2 2\’
—mR2:1+(—)L
5 3

“princip virtualnych prac
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V tomto pripade m predstavuje hmotnost plnej gule, takze ked ju vyjadrime rovnakym sp6sobom pomocou
hmotnosti cibule M, plati m = M + (%)3 M. Z toho uz trividlne dostaneme

~ 21+(§)3MR2—%

== - MR®.
51+(2) 275

I

Na rozdiel od identického zapojenia so zdrojom jednosmerného napitia, pri striedavom zapojeni uz
kondenzatory a cievky vyrazne ovplyvnia vysledok. V striedavych obvodoch plati pre amplitady napatia U
a pradu I Ohmov zakon v pozmenenej podobe

U =2

kde |Z| je amplitida impedancie. To znamena, Ze ndm staci vypocitat impedanciu zapojenia.

Vsimnime si, Ze dve stredné vetvy s cievkou a rezistorom s symetrické. To znamena, Ze potencialy na oboch
koncoch prostredného kondenzatora budu rovnaké, a teda prud pretekajuci tou castou obvodu bude vzdy
nulovy. Inak povedané, vetvu s kondenzatorom spajajucu stredné dve vetvy mozeme uplne zahodit. Tym
nam prejde zapojenie na Cisto sériovo-paralelné, takze pre impedanciu dostavame

1 1 2 , 3R- w?RLC +i(wR*C + wl)
—==+ — +iwC = : .
Z R R+iwL R? +iwRL

Pre amplitidu impedancie teda plati

7= R* + w?R2[?
(3R - w?RLC) + (wR2C + wL)*’

odkial

. U\/(3R — w?RLC)? + (wR2C + wL)?
- R* + w?R2[? '

Najprv si povieme, ako vzniklo Jonasovo rozbité koleso. Predpokladajme, Ze je homogénne s plosnou
hustotou o. Pévodné plné koleso méd hmotnost o7r? a tazisko v strede, ¢o si oznac¢ime ako suradnice [0;0].

. y ) 2 . [y "y / )
Diera v iom by mala hmotnost o7 (g) a tazisko v bode [0; g] To znamena, Ze rozbité koleso ma hmotnost
2omr?, x-ova stradnica taZiska je trividlne nulovd, a y-ovu ziskame z momentovej vety

anrz-O—oné-g r
y: = ——,

2omr? 6

Toho znamienka sa nezlakneme. Hovori iba o tom, Ze tazisko je na opac¢nej strane ako diera v kolese. Ozna-
¢ime si teda t = —y = ¢ ako vzdialenost taZiska a stredu kolesa.

https://physics.naboj.org/ 38 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

&ine 21. Fyzikdlny Ndboj, 2018 Vzorové rieSenia

=~

/1

Obrazok 11: Geometria kmitajticeho Jondsovho kolesa

Zaujimaju nas malé kmity, takZe sa pozrieme ¢o sa stane, ked sa koleso vychyli o uhol ¢, inak povedané, ked
sa dotykovy bod kolesa s jamou posunie o kruznicovy oblik dlzky r¢. Novy a pévodny dotykovy bod budu
vzhladom na stred krivosti jamy zvierat uhol @ = L = £.

Potencidlna energia vzhladom na dno jamy bude
3
E, = mgh = Zonrzgh,

kde vysku h musime pracne vyjadrit ako

1 4
h=5r(1-cosa)+rcosa—tcos(p — a) =r[5(1—cos§) +cos%—gcos?¢].

Kineticka energiu vyjadrime ako rota¢nu energiu okolo okamzitej osi otdcania, avSak ta sa bude neustéle
menit. Preto
1 2
Ek = EIA(A) s

kde I, je moment zotrva¢nosti okolo aktudlnej osi ota¢ania. TaZzisko bude od tejto osi vzdialené I, pricom
plati kosinusové veta I> = 1% + > — 2rtcos ¢ = 12 (1 + & — 1 cos ¢).

Zostala nam jedina nezndma: moment zotrva¢nosti Jonasovho kolesa okolo bodu otac¢ania. Ako prvé si
potrebujeme vypocitat moment zotrvacnosti okolo taziska I7. Pouzijeme Steinerovu vetu a fakt, zZe s¢itanim
momentu zotrvacnosti rozbitého kolesa a toho, ¢o mu chyba okolo stredu, dostaneme moment zotrvacnosti
plného, nepokazeného kolesa. Moment zotrva¢nosti plného disku je vo vSeobecnosti 2mR?, plati teda

%aﬂrzrz = (IT + Zaﬂrztz) + (%ianrz (2)2 + }Laﬂrz (%)2) :

Po précnej uprave dostaneme Iy = 2 omrt. Po opitovnom pouZiti Steinerovej vety dostdvame pre moment
zotrvac¢nosti okolo aktualneho bodu otac¢ania vyraz

3 37 1
Iy=1 +—O'7Tr21220'7[4(——— )
a=lre g '35 1089
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Zaujimaju nas malé kmity, takze spravime vo vyraze I, zanedbanie cos ¢ ~ 1, ¢im sa nam vyraz pre moment
zotrvacnosti zjednodusi na

29

I, = —onr.

32
Nakoniec si vyjadrime celkovi energiu rozbitého kolesa (az na konstantny ¢len), pricom v potencialnej ener-
gii rozvinieme vyrazy typu cos x az do druhého rddu Taylorovho rozvoja. Teda cosx ~ 1 — "72 Dostavame

1 29

E = —nor’gp? + —nor*w? = konit.,
10 64

¢o nie je ni¢ iné, ako energia harmonického oscilatora s periddou, ktord je urc¢end konstantami pri ¢? a w?.
Takze Jonasovo rozbité koleso bude kmitat s peridédou

Oznaéme si vzdialenost od protizavazia ku klbu ako x. V zadani sa nehovori o tom, v ktorom oka-
mihu natocenia trebochetu mé byt obvodové (translacné) zrychlenie maximalne, co ale neprekaza, kedze
zrychlenie zavisi od uhla natocenia len faktorom cos a. TakZe ak maximalizujeme zrychlenie pre fubovolny
uhol, bude maximalne v kazdom uhle. Napidme si vyraz pre obvodové zrychlenie projektilu pre nulovy uhol
natocenia

a=(L-x)e

:(L—x)§

Mgx — mg (L —x)
Mx?+m (L-x)"

=(L-x)

Uloha teraz spo¢iva v maximalizovani tohoto vyrazu vzhladom na premennti x. Za tym u¢elom ho upravime
do praktickejsieho tvaru
MLx

a= 5 — 1
Mx? +m (L -x)

Ak chceme maximalizovat tento vyraz, na konstantny ¢len modzeme zabudnut. Dalej si mozno pracu zjed-
nodusit tak, Ze ak hladdme maximum nejakého kladného vyrazu, je to zaroven minimum jeho prevratenej
hodnoty. Takze budeme hladat minimum vyrazu

Mx2 +m (L - x)*
a= .
MLx

Teraz mozno postupovat dvoma spdsobmi — bud pomocou derivovania, alebo vyuzitim AG nerovnosti’. Ta
hovori, ze aritmeticky priemer nejakych ¢isel je vzdy vacsi ako ich geometricky priemer. Pre dve ¢isla

a;bz\/ﬁ

>nerovnost aritmetického a geometrického priemeru
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¢o sa da dokdzat jednoducho umocnenim oboch stran. Ak teraz urobime substiticie a > axa b — 2, prava
strana rovnice sa nezmeni a nerovnost prejde po uprave na

ax+222\/%.
X

Zhodou nahod sa nas vyraz da jednoducho upravit (skoro) do tvaru Iavej strany tejto nerovnosti

m+M mL 2m
a= X+ ———.
ML Mx M

Nastastie, nadbytocny ¢len je opidt len konstantny, takze ho mo6zZeme ignorovat. Z AG nerovnosti vyplyva, ze
tento vyraz je pre fubovolny vyber ¢isla x vacsi alebo rovny ako

2\/(m+M)m.

M

My ale chceme vybrat také x, aby bol vyraz ¢o najmensi, ¢o sa udeje prave v pripade rovnosti. Takze dosta-

vame rovnicu pre x
m+M  mL 2\/m(m+M)

X+ —=2—
ML Mx M

¢o po upravach prejde na kvadraticku rovnicu s rieSenim

m 1.
m+M

Pre uplnost si ukdzeme aj postup pomocou derivovania. Vyraz nadobudne minimum v bode, ked je jeho
derivacia nulova
d Mx®+m(L-x)° _ 2Mx-2m(L-x) Mx? +m(L-x)°
dx MLx B MLx MLx?

!
=0.

Ak vyrieSime tuto rovnicu, dostaneme ten isty vysledok ako predtym.
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Vysledky

(a+b)?>+¢?
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o) o) ) I
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<
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[
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Priblizne 95 mm.
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2,17 g. Uznajte vysledky, ktoré sa lisia od uvedenej hodnoty o najviac 0,01 g.
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230,9 km. Uzndvajte hodnoty v rozsahu 229,9 km az 231,9 km.

Dbajte na to, aby odovzdané grafy mali vyznacené vsetky dolezité hodnoty na osiach, Sipky popisujtice
priebeh deja mali spravny smer a priamky aj paraboly po prediZent prechddzali cez pociatok. Pokojne sa pytajte
riesitelov na tvar kriviek, tzn. ¢i naozaj vedia, Ze sii to odmocniny.

[a—
—
(o)}
=
[ S}

22

2
=
W

B}

23

[}
]
o
=
O
2.
=)
P
+
3
=
~——

1+ u?
4e
e
(1+¢)
26| 29,43 m/s.

27| 1-krat - intenzita pola bude rovnaka

28| 1,6 dm?

\/5—1_ B )2
\/5+1_3—2\/§_(\/§ 1)

Magnetické pole je nulové.

N
O

W

W
(=]

1] sing,

3538765 km?. Uzndvajte hodnoty, ktoré sa od tejto lisia o menej ako 10 000 km?.

3/2

VGM
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11
34| —=0,18¢
61

2
35| Prva pride na vrch kladky Katka a jej vzdialenost od Vladka bude gH.

Pt
27R

36

126
37| — MR?
275

(3R - w*RLC)’ + (wRC + wL)’ U\/ (3R? + w?12)” + (wR3C - 2wRL + w3RI2C)*
R* + w?R2[?2 B R® + w?RI?
Akceptujte aj vysledky v inom tvare, ak sii rozumne zloZité a dajii sa pohladom overit.

38| U

145 r
39] 27 g
m
40] x= m+ M
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