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Trojsi'en
FKS, KDMFI FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava

Mili ¢&itatelia,

v rukach drzite zbierku uloh 23. ro¢nika Fyzikalneho Naboja. V zbierke sa nachadzajua vsetky ulohy, s ktory-
mi ste sa v roku 2020 mohli na sutazi stretnit. K ulohdam prikladame aj vzorové riesenia, z ktorych sa mozete
mnohé naucit. Ak by ste niektorému rieSeniu nerozumeli, nevahajte sa nam ozvat, vietko objasnime.

Tato zbierka by nikdy nevznikla bez vyraznej pomoci mnohych Iudi, ktori sa podielali na celom vyvoji Fyzi-
kalneho Naboja. Vicsina z nas st $tudenti Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
a Cast z nas sa aj aktivne podiela na organizovani Fyzikalneho korespondenc¢ného seminara (FKS).

FKS je korespondencny typ fyzikdlnej sutaze. Zhruba raz za mesiac zverejniujeme rozne zaujimavé fyzikdlne
ulohy, ktorych riesenia ndm posielate do urcenych terminov. My vdam za to ddvame adekvitne body a tych
najlepsich pozyvame koncom kazdého polroka na tyZdiové zdZitkové siistredenie. Viac informdcii ndjdete na
stranke https://fks.sk/.

V tomto roku poznacila Fyzikalny Naboj pandémia koronavirusu. Z toho dévodu sa vo vsetkych krajinach
konal online. Tymto chceme podakovat FYKOSu, ktory ndam umoznil pouzit ich herny systém Fyziklani
Online. Specidlna vdaka patri Stépdnovi Stenchldkovi a Michalovi Cervenidkovi, ktori zabezpecili Fyzikalny
Naboj po technickej stranke.

S prihliadnutim na tieto nelahké podmienky si o to viac cenime, Ze sa nam podarilo zorganizovat Naboj vo
vietkych krajinach kde doteraz. Za to patri vdaka lokdlnym organizatorom: Daniel Dupkala a Simon Pajger
(Ceska republika), Agnes Kis-Téth (Madarsko), Kamil Zmudzitiski (Polsko) a Patrik Lamo$ (Rusko).

V mene celého organizacného timu verime, Ze ste si v roku 2020 Fyzikalny Naboj uzili a dafame, Ze sa vsetci
uvidime na Naboji o rok uz nazivo! Ci uz v roli sitaziacich, alebo organizatorov.

Jaroslav Valovéan

hlavny organizator

Zbierku zostavili:

Martin ,Kvik‘ Balaz
Ronald ,Rony‘ Dobo$
Lucia ,Zelé‘ Gelenekyové
Jakub Hlusko

Michal ,Dvojka‘ Horansky
Dusan Kavicky

Marek ,M&M* Murin
Justina ,Plys* Novakova
Jaroslav Valovc¢an

Vysledky sutaze, archiv uloh a dalsie informacie néjdete na stranke https://physics.naboj.org/.
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Jani¢ko ma v hlave o koliesko viac. A nie len o jedno. Ked naposledy prisiel na skasku, zacalo mu to
v hlave $rotit, az by ste sa cudovali. Ak sa mu prvé ozubené koliesko otaca uhlovou rychlostou w v klad-
nom smere (proti smeru hodinovych ruciciek), akou uhlovou rychlostou w’ a akym smerom sa bude otacat
posledné ozubené koliesko?

Odovzdajte pomer uhlovej rychlosti posledného kolieska k uhlovej rychlosti prvého kolieska vyjadreny ako de-
satinné Cislo s presnostou aspon na dve platné cifry. Dbajte na spravnost znamienka.

Krtko si kapil krasne elektrické hodiny. Ich ruci¢ky sa pohybuju uplne rovnomerne, pricom hodinova
rucicka je dlha 5 cm a minutova 12 cm. Krtko si vSak po prichode domov od samého nadsenia zabudol
umyt ruky a ked hodiny vesal na stenu, na samom konci hodinovej ru¢icky po nom ostala baktéria Kretéria.
Kretérii je na rucicke velmi dobre a nechce odtial spadnut.

Aka dostrediva sila na nu bude posobit, az Krtko hodiny zapne? Kretéria vazi 1 pg.

Vysledok odovzdajte v newtonoch s presnostou aspori na tri platné cifry.

Cajka dostala na ndbojovej chate za ilohu navarit. Ked%e vyberanie a prepocitavanie prikladov je velmi
namahava ¢innost, niet divu, Ze si organizatori zasluzili vydatny obed s piatimi chodmi. Po dovareni ostalo
na platni pat hrncov s vodou s objemami 1, 3, 5, 6 a 71 a s teplotami postupne 70, 85, 60, 40 a 65 °C.

Cajka vie, Ze vylievat hortcu vodu do vylevky nie je Giplne spravne. Preto chce zvy$nt vodu najprv zliat do
zazatkovaného drezu a az potom vypustit do odtoku. Pritom sa ale nechce oparit, preto rozmysla, v akom

poradi by mala hrnce zliaf, aby bola vysledna teplota ¢o najnizsia. Akt najnizsiu vie Cajka vhodnou stratégiou
dosiahnut?

Tepelné straty do okolia neuvazujte. Vysledok uvddzajte v °C zaokriihleny na celé cislo.

| 4 | Hovorca z Alexandrie sa chcel poéas letnych hortéav schladif. Zobral tri nidoby, vzduchotesne do
nich popriliepal slamky, nalial do nich student vodu a voila - mal hotovu fontanu.

Teraz ho zaujima, ako vysoko fontanka dostrekne. Do akej vysky nad koniec slamky bude voda striekat v
momente, ked je rozdiel vysok prvych dvoch hladin vody 2 m, druhych dvoch 0,5 m a posledna slamka
preti¢a 0,5 m nad vodnu hladinu?

Za starych dobrych cias byvala voda idedlna kvapalina, vzduch idedlny plyn a trenie byvalo nulové. Vysledok
uddvajte v metroch s presnostou na dve platné cifry.
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Rony sa nastahoval do novej jaskyne. KedZe tam bola tak trochu tma, namontoval si do nej praveku
kostent lampu. T4 ma tvar tyce dlzky 1 grrrr a je zavesena na dvoch lankach pripevnenych vo vzdialenosti
0,1 grrrr od stredu.

V jaskyni s nim byvaju aj jeho dva domace netopiere. Cez den spia a lampu vyuzivaju ako bidielko. Na jeden
koniec tyce si sadol netopier s hmotnostou 1 ugh. Potom si na opacny koniec prisadol druhy netopier. V
akom rozsahu hodnot moze byt jeho hmotnost, aby lampa zostala visiet vo vodorovnej polohe?

Odovzdajte velkost tohto rozsahu, t. j. rozdiel najvicsej a najmensej moznej hmotnosti, v dobovych jednotkdch
ugh s presnostou aspor na dve platné cifry.

0,1 grrrr
———

1 grrrr

E O Krtkovy je zname, Ze z gramatykov je velki kamarat neny. Naposledi napysal na zacjatku veti ,,)Y“
namjesto ,,I“. O kolko sa posunulo tazysko tochto sinbolu vo svyslom smere koly tejto hrupke?

Dolnd palycka .Y je dlhd 3 mm, horné palycke zvjerajui uhol 60° a oba pysmenkd sa visoké 6 mm. Atrament
je narieseni rovno mertie. Visledok vijadryte v mylymetroch z presnostov aspom na jedno desatyné mjesto.

Bubu sa obcas zvykne plavit po Dunaji z Bratislavy az do Viedne. Cesta proti prudu trva modernej lodi
90 mindut, naspét po prade len 75 minut. Terka zvycajne tiez cestuje z Bratislavy, ale len do Devina. Staruckej
lodi to proti prudu trva takisto 90 minut, naspat po prude to zvladne uz za 30 mindt.

Vzdialenost medzi Devinom a Bratislavou je 9 km. Ako daleko pozdlz rieky je od Bratislavy Vieden?
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Rychlost priidu Dunaja je v Case aj priestore konstantnd. Vysledok uddvajte v kilometroch ako celé cislo.

Raz za cas Ply$ ukuchti nejaku lakocinku. Ta obvykle mava tvar kvadra s rozmermi a x b x ¢. Po
vychladnuti ju odlozi do chladni¢ky a odide robit nieco iné. Kvik lakocinku v chladnicke skor ¢i neskor
objavi a za¢ne ohlodévat. Casom si ale viimol, Ze ak Plys zisti, Ze je z lakocinky odhryzené, okrem obvodu
pasa sa to negativne podpise aj na jeho domacej pohode.

Nastastie Plys lakocinky kontroluje iba letmym pohladom do chladnic¢ky. Pritom vidi len hornu, prednu
a pravu stranu kvadra. Aku najvacsiu cast kvadra méze Kvik jednym rovinnym rezom oddelit a nasledne
spucovat, aby to pri nahodnej kontrole este nebolo vidiet?

Vysledok odovzdajte v percentdch s presnostou na aspon tri platné cislice.

[ 9 | Kaja ma doma naozaj modernt kuchytiu. Okrem rozli¢nych vymozenosti v nej mé aj osem oto¢nych
zrkadielok a kuchynského robota Hala, ktory dokaze svojimi sarkastickymi poznamkami priviest vacsinu
kucharov na pokraj zufalstva. Ak to Hal so svojimi vtipnymi poznamkami preZenie, Kaja mu ob¢as nasme-
ruje do oka laser zo svojho hypermoderného krajaca na chlieb. O kolko najmenej stupniov musi v sucte Kaja
pootacat zrkadla, aby luc zasvietil Halovi rovno do oka?

Zrkadla sti odrazivé z oboch stran, ich hribka je mald a hrany maju potreté ciernou farbou. Nikdy nesviette
laserom do oci ludom ani robotom. Obzvldst nie sarkastickym a pomstychtivym. Vysledok uddvajte v stuprioch
s presnostou na jedno desatinné miesto.

Kubo sa rozhodol, Ze skusi na olympiade zabojovat v triatlone. Preto zacal kazdy vecer behavat okolo
Matfyzu. Raz veler takto bezal rychlostou 3 m/s vo vzdialenosti 3 m pozdlZ tehlového muru. Po ceste vzdia-
lenej od neho 6 m ho predbiehalo auto, pricom nanho zasvietilo reflektorom. Kubo si v§imol, Ze svoj vlastny
tient na muriku dobiehal rychlostou 1 m/s. Akou rychlostou sa pohybovalo auto?

Vysledok uvddzajte v kilometroch za hodinu zaokriihleny na celé cislo.

I B 4, G B B B B .
T 1T Nt | T T T "1
1]

3m

3m/s

6m

* N\ gl
- ()

Dvojka sa cez prazdniny hrozne nudi. Jediné predmety, ktoré mu sprijemnuju teplé letné dni, st prazd-
ny st6l nakloneny pod uhlom 1° a ladové kocky s hranou dlhou 30 mm. Svojim bystrym okom spozoroval,
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ze na konci stola je malicka obruba. Ako najdalej od tohto konca stola mdze Dvojka polozit ladova kocku,
aby nepreletela cez hranu stola, ak trenie medzi kockou a stolom je zanedbatelné?

Vysledok vyjadrite v milimetroch s presnostou na aspon dve desatinné miesta.

10

Terka na svojich potulkach po juznej Afrike potrebuje prekrocit sirokua rieku. Kvoli svojmu relativne
mikkému zlozZeniu sa v§ak obava krokodilov a inych zravych obyvatelov rie¢nych plyt¢in. Nastastie nedaleko
premava jednoducha plechova kompa.

Kompa je vlastne byvaly valov, ktory ma tvar dutého $tvorbokého hranola s lichobeznikovou podstavou.
Horna stena je otvorend a ma rozmery 2a x a, dno mé rozmery 2a x 2a. Ponor kompy je +a a nad hladinu
tref takisto fa. Ak4 je plo$nd hustota plechu, z ktorého je kompa pozvarana?

Ulohu rieste pre a = 1 m a vysledok odovzdajte v jednotkdch kg/m? s presnostou na aspori jedno desatinné
miesto.

/

Kutil Kubo nasiel v dielni dva rezistory s odporom R a niekolko idealnych vodic¢ov. Pozapdjal ich ako
na obrazku a zistil, Ze by sa mu este jeden rezistor zisiel. No kedZe este nevie, aky rezistor sa mu v hlbinach
skrine podari najst, vie spocitat iba interval, v ktorom sa vysledny odpor zapojenia urcite bude nachadzat.
Néjdite ho aj vy!

Odovzdajte dizku tohto intervalu, t. j. rozdiel jeho hornej a dolnej hranice. UvaZujte R = 1 kQ a vysledok
odovzdajte v ohmoch zaokrithleny na celé ohmy.

i—|R|——|?|—'—|R}—T—

Do nemenovaného $védskeho obchodu s nabytkom leti cez otacavé dvere ¢meliak Bzduso. Dvere maju
tri ramend dlzky 3 m, otocia sa raz za 15 sekund a uhlova velkost oboch otvorov je 45°. Ako najrychlejsie
moze ¢meliak letiet po priamke, aby presiel cez dvere?

Vysledok uddvajte v metroch za sekundu s presnostou na aspon tri platné Cislice.

info-sk@physics.naboj.org 5 https://physics.naboj.org/


mailto:info-sk@physics.naboj.org
https://physics.naboj.org/

L
Zadania 23. Fyzikdlny Naboj, 2020 el

Jaro si v zartovnom obchode kupil cukrové kocky. Kocka ma stranu dizky 4R a navyse je v nej valcova
diera s polomerom R, pricom jej os spdja stredy protilahlych stien. Ked si hodi jednu takd zartovnu kocku
do kavy, kocka sa za¢ne pomaly rozpustat, a to tak, Ze povrch vystaveny kave ustupuje v smere normaly
konstantnou rychlostou v.

Ako dlho bude trvat, kym sa celd kocka v kéve rozpusti?

Ulohu rieste pre R = 1 cm a v = 50 um/s a vysledok uvedte v miniitach s presnostou aspori na dve platné Cislice.

S

Hovorca si vyraba velky zmrzlinovy pohar. Na to si zobral plastovii misku v tvare pologule s polomerom
10 cm a prakticky nulovou hmotnostou. Predtym ju vSak musi eSte umyt. Misku polozil na dno drezu,
nechal do nej napustit vodu a odisiel. Ked sa vratil, miska bola napustend az po okraj a priam podozrivo
¢ista. Ostavalo len vyliat vodu. Aku pracu musi Hovorca vykonat, aby z misky vylial vietku vodu?

Vodu pokladajte za idedlnu kvapalinu. Vysledok odovzdajte v jouloch s presnostou na aspon dve platné cifry.

Sabinka nasla v skrini $katulku rovnakych svetelnych diéd. Zostavila si z nich obvod zobrazeny na
schéme. Nasledne ho pripojila na zdroj jednosmerného napdtia — o dost vyssieho, nez prahové napitie diod,
a omnoho niz$ieho, nez ich prierazné napaitie, takze diddy nezhoreli. Ktoré z didd sa rozsvietili?

Odovzdavajte cisla rozsvietenych diod vo vzostupnom poradi oddelené ciarkami bez medzier (napriklad 1, 2, 3, 4).

Jedného slne¢ného rana Matko a Kubko navstivili salas, na ktorom boli okrem oveciek aj sliepky. Kedze
baca mal plné ruky prace, poprosil ich o pomoc so zberom slepacich vaji¢ok. Matko vosiel do kurina a odtial
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opatrne hadzal vajicka Kubkovi. Akt najmensiu rychlost méze mat vajce v okamihu, ked ho Kubko chyta,
ak od seba stoja vo vzdialenosti d a ich ruky su v rovnakej vyske?

Ulohu rieste pre d = 4 m a vysledok odovzdaijte s presnostou aspori na tri platné cifry.

V istej starej vedeckofantastickej knizke si americky milionar postavil obrovsky luxusny bazén vyhrie-
vany slne¢nym svetlom. Jimi by si podobny bazén rad postavil doma. Inzinieri v knihe v8ak vSetky miery
udavali v dobovych jednotkach a Jimi si nie je isty, ¢i jeho bazén bude vobec mozné vyhriat.

Napriklad vykon na jednotku plochy potrebny na ohrev vody udavali v jednotkach blaze. Jeden blaze zna-
mena, ze dokonale ¢ierna nadoba s vodou hlboka 1 palec sa ohreje o 1 °F za 1 hodinu. Kolko blazeov ma
priame, kolmo dopadajuce slnecné svetlo?

Odraz svetla od vodnej hladiny neuvazujte. Vo Fahrenheitovej stupnici voda pri standardnom tlaku mrzne pri
32 °F a vrie pri 212 °F. Vysledok odovzdajte zaokriihleny na celé cislo.

Enka dostala od Mata k narodeninam okrthly naramok z odporového drétu s konstantnym dizkovym
odporom. Ako spravna fyzicka ho ihned pripojila na ohmmeter. Zistila, ze ak elektrédy zvieraji uhol 180°,
ohmmeter ukazuje odpor R. Pod akym uhlom ¢ musi Enka pripojit elektrédy na naramok, aby ohmmeter
ukazal polovi¢ny odpor?

Odovzdajte mensi z dvojice uhlov v stuptioch s presnostou aspori na dve desatinné miesta.

Ply$ opét ukuchtila volaku lakocinku v tvare kvadra s rozmermi a x b x ¢. Dobre vie, ze Kvik ju v
chladnicke skor ¢i neskor objavi a za¢ne ohlodavat. Preto ju obcas chodieva skontrolovat, a ak z viditeInych
stran ni¢ nechyba, je spokojna.

Kvik uz z minulého prikladu vie, ako moze za tychto okolnosti potajomky odhryzt ¢o najviac. Lenze obcas
mu nestaciani to. Je vak dostato¢ne prespekulovany, aby si uvedomil, ze mo6ze plech s lakocinkou nenapadne
otocit tak, aby po otvoreni dveri chladnicky bolo vidiet iba prednt a hornt stranu kvadra. Akua najvacsiu cast
lakocinky moze teraz Kvik jednym rovinnym rezom oddelit a spucovat bez toho, aby si to Plys pri kontrole
viimla?
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Vysledok odovzdajte v percentdch zaokriithleny na aspon tri platné Cislice.

Vi¢ik Andrej striehne za ohradou pri salagi na ovce. Aby mu ndhodou neusli, pripravil si novt stratégiu,
na ktoru ovce este nedorastli. Miesto toho, aby bezal priamo k stojacej ovci, bude sa k nej blizit tak, aby uhol
¢ medzi smerom jeho pohybu a smerom priamo k ovci bol vzdy konstantny (0 < ¢ < 7). A aby ovcu uplne
poplietol, bude k tomu este aj zrychlovat s konstantnou zlozkou zrychlenia v smere doty¢nice s velkostou a.

Ako dlho mu potrva dobehnut k ovci, ak od nej na zaciatku pohybu stoji vo vzdialenosti d?

Ulohu rieste pre ¢ = 60° a = 0,2 m/s? a d = 20 m. Vysledok odovzdajte v celyjch sekunddch.

Prac¢lovek Adam vyrastol az tak, Ze sa nezmesti do rodic¢ovskej jaskyne a musi si najst novd. Realitny
agent ho priviedol do peknej novej jaskyne, ktora je vSak zatial nezariadend, a teda tplne tmava. Aby zistil
jej vysku, vytiahne z vrecka skakalku. Ked ju pusti na zem, pocuje odrazy s frekvenciou 0,8 Hz. Ked ju z tej
istej vysky naopak hodi dohora rychlostou 5 m/s, odrazy pocuje s frekvenciou 2,5 Hz.

Adam spokojne skonstatuje, Ze teraz uz vie, akd vysoka je jaskyna. Zistite to aj vy!

Dobové zdroje tvrdia, Ze rychlost zvuku bola v praveku prakticky nekonecnd a netreba s riou pocitat. Vysledok
odovzdajte v metroch s presnostou na aspon tri platné cifry.

Pri natdcani filmu pouzil stab kamery so snimkovacou frekvenciou 24 a 25 snimok za sekundu. Na
pomal3ej kamere sa zd4, Ze sa koleso oto¢i raz za 2 sekundy, na druhej raz za 5 sekundy. Okrem toho, Ze sa
uhlova rychlost otacania na jednotlivych kamerach zda byt rozna, $tab udivilo, Ze sa zdanlivy smer otacania
na zazname moze menit. Aka najmensia moze byt skutocna uhlova rychlost kolesa, ak ma pat spic?

Vysledok uvedte v radidnoch za sekundu s presnostou aspori na jedno desatinné miesto.

Tinka uZz dva tyZdne polihuje kdesi v tropoch s koktejlom v ruke, kazdodenne sa kiipe v mori a obcas
klaje na otravné moskyty. Pritom si navy$e v§imla, Ze ponad jej sukromnu plaz kazda noc raz za 24 hodin
pomaly prelieta ten isty satelit. Ako vysoko nad povrchom sa nachadza, ak vieme, Ze jeho draha ma tvar
kruznice?

Vysledok uddvajte v celych kilometroch.

Zdenka si z vyletu po Ukrajine priniesla kilogramové balenie radioaktivneho uhlika '*C. Uhlik sa
postupne premiefia na dusik B-rozpadom '¢C — "N + ¢~ + ¥, s pol¢asom premeny 5730 rokov. Ako dlho
priemerne potrva, kym sa vietky atomy uhlika premenia na dusik "*N?

Vysledok uddvajte v rokoch. Uznané budii vysledky liSiace sa od presného riesenia najviac o jeden poléas pre-
meny uhlika "*C.

Helboj vyhrabal vo svojej pekelnej dielni vzduchovy kompresor s objemom 10 litrov. Natlakoval ho
na 5 atmosfér, ¢im sa vzduch vo vnutri zahrial, a odisiel pohladat nieco, ¢o by nim mohol nafuknut. Po
dlhom case nasiel balén vyrobeny z materidlu, ktorého elastickd energia je imerna povrchu s konstantou
o =200 N/m. Medzitym vzduch v kompresore stihol vychladnut.

Helboj pripevnil balén na kompresor a uvolnil ventil. Ked sa tlaky vyrovnali, balén odpojil, zaviazal ho tak,
aby neunikol ziaden vzduch... a prave vtedy ho odvolali za dal$imi pekelnymi povinnostami. Aky polomer
mal balon po ustaleni?
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UvaZujte, Ze vzduch je tvoreny dvojatomovymi molekulami. Okolity vzduch ma Standardny atmosféricky tlak.
Vysledok uvedte v centimetroch. Uznané budiu odpovede lisiace sa od presného riesenia najviac o 1 mm. Pri
rieseni sa nebojte pouzit kalkulacku.

Zeleziarom sa dnes uz moze stat naozaj ktokolvek. Zelé s Jarom si takisto otvorili obchod a hned zacali
ponukat v§akovaké kovové vyrobky. Napriklad takito vysoko uzito¢nu teleskopicku kocku.

V strede kazdej hrany je pruzinka s tuhostou k. Hrany su teleskopické, mozu sa teda predlzovat, ale nikdy
nie ohybat - kocka teda vzdy ostava kockou. Aka je tuhost tohoto zazraku moderného inzinierstva, ak ho
napiname pozdlz jednej z jeho telesovych uhloprie¢ok?

Odovzdajte podiel hladanej tuhosti kocky a tuhosti jednej pruZinky s presnostou na asporn dve platné cifry.

(VW)
(W AN §

ar

Majo si pocas letnych horucav otvoril dielnicku, kde sklada ventilatory. Nie je to vsak uplne jednodu-
ché: ak pouzije prilis slaby motorcek, vrtula sa sotva pohne; ak to naopak s motorom preZenie, ventilator po
spusteni prevracia kontajnery a vytrhava dlazobné kocky z namestia. Preto si radSej najprv véetko poriadne
prepocita.

Pri vyrobe svojho najnovsieho modelu zdrapol kus plechu s plosnou hustotou ¢ a pomocou kruzidla nan
nakreslil predlohu ako na obrazku. Nasledne si vystrihol takuto trojlistd vrtulu s polomerom R. AKky je jej
moment zotrva¢nosti okolo kolmej osi prechadzajicej stredom?

Ulohu rieste pre 0 = 1 kg/m? a R = 10 cm. Vysledok vyjadrite v jednotkdch kgm? s presnostou aspor na $tyri

4 4

platné cifry.

4

Ked'sa Sysel opatrne postavi na vahu, pruzina v nej sa stlaci o 5 mm a vaha ukaze hodnotu 100 kg. Aka
najvyssiu hodnotu ukaze, ked na nu Sysel skoci z vysky 10 cm?

Vysledok udavajte v celych kilogramoch.
Simon sa z dlhej chvile zabaval s jojom. Po chvili si uvedomil, Ze odvijajice sa jojo je akési lahsie, nez
keby volne viselo na $ndrke. Kolkokrat [ahsie sa Simonovi zda byt odvijajice sa jojo?

Simonovo jojo je z homogénneho materidlu a pozostava z dvoch diskov polomeru R a hriibky 2, spojenych
mensim diskom polomeru £ a hrubky taktiez %, na ktory sa namotava lanko.
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Predpokladajte, Ze lanko je pocas pohybu vo vertikdlnej polohe. Vysledok odovzdajte zaokriithleny na aspor dve
platné cifry.

h/3 h/3

h/3

Dusan sa rozhodol investovat svoje celozivotné uspory do zlata. A kedze tie nie st obzvlast velké, vydali
mu len na mald tehlicku s rozmermi a x b x ¢. O to viac ju chcel ochranit pred zlodejmi. Preto ju zapojil
do elektrického obvodu, takze fou teraz prechadza prad I = (1,0,0). Ked ju niekto bude chciet vytiahnut,
jednak dostane ranu prudom, jednak sa spusti alarm, ked sa obvod prerusi.

Z nam neznamych dévodov sa rozhodol umiestnit ju aj do magnetického pola B = (0,0, B). Faktom v8ak
zostava, ze v dosledku toho sa na nej vytvorilo prie¢ne napétie V v smere osi y. Aké velké je toto napitie, ak
kazdy atom zlata v tehlicke prispieva k jej vodivosti jednym vodivostnym elektronom?

Ulohu rieste pre tehlicku velkosti 2.5 x 1.5 x 0.5 cm, magnetické pole velkosti B = 10 mT a pretekajiici prud
I =100 mA. Vysledok odovzdajte vo voltoch s presnostou aspori na tri platné Cislice.

I

d

Adam si raz omylom miesto utopencov kupil volajaké podozrivé Spekaciky v tvrdom plastovom obale.
Obalom sa velmi nechcelo dolu, takze si pomohol vreckovym nozom. Na konci tejto operacie ostal z kazdého
$pekacika len smutne vyzerajuci Sestboky hranol so stranou podstavy a a hmotnostou m.

Povzbudeny tymto tispechom zobral jeden $pekacik, napichol ho na raZeit pozdlz jeho osi a polozil nad
pahrebu. Aku pracu vykona, kym ho rozto¢i na uhlovt rychlost w?

Uvazujte a = 2 cm, m = 100 g a frekvenciu otdcania jedno otocenie za sekundu. Vysledok vyjadrite v jouloch s
presnostou aspori na tri platné Cislice.

Rony s Dvojkom vymienaju anténu na Hubblovom teleskope. Dvojka odpojil start anténu, ¢o je iba
tenka ty¢ dlzky L, a Rony mu v beztiazovom stave hodil zo vzdialenosti d ndhradnu anténu, ktora je s tou
prvou identicka (akurat funguje).

Taziska antén sa proti sebe pohybuju rovnako velkymi rychlostami po rovnobeznych drdhach vzdialenych
od seba L. Antény vsak ako na potvoru obe lezia kolmo na svoje drahy a este k tomu rovnobezne jedna
k druhej, a tak nejako sa im akurat podarilo o seba zavadit kon¢ekmi v polovici ich drah. Kolkokrat dlhsie
bude tidto vymena antén trvat oproti situdcii, keby sa nezrazili?

https://physics.naboj.org/ 10 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

Endngs 23. Fyzikdlny Néboj, 2020 Zadania

LFy i

d

Antény povaZujte za homogénne a dokonale tuhé a zraZku za dokonale pruznii. Antény pred zrdaZkou neroto-
vali. Hmotnost antén je oproti hmotnostiam astronautov zanedbatelnd. Astronauti hddZu aj chytajii antény
za taZisko. Vysledok uddvajte s presnostou na jedno desatinné miesto.

Marcel nasiel v skrini bezodnu $katulu plnu rezistorov s odporom R. V rdmci prokrastindcie sa roz-
hodol postavit si z nich nieco pekné. A kedZe jeho nechut ucit sa bola priam nekonecne velka, nezastavil sa,
kym nepostavil nekone¢ne rozvetvend siet podla jednoduchych pravidiel:

« sériovo spojil tri rezistory;
o k prvému a poslednému rezistoru paralelne pripojil novu sériu troch rezistorov;

o kprvému a poslednému rezistoru z kazdej z trojic pripojil opat nové trojice sériovo zapojenych rezis-
torov, atd.

Aky bol vysledny odpor Marcelovho zapojenia?
Ulohu rieste pre R = 1 kQ a vysledok odovzdajte v celych ohmoch.

Vierka rada vari, takze si kipila novua panvicu, uplne podla najnovsich trendov. Panvica ma kovové dno
a steny z izolantov vysoké 6 cm. Nanestastie sa predavala bez pokrievky a Vierka teraz musi improvizovat.
Zobrala si pokrievku zo svojho starého hrnca, ktora je uplnou nahodou presne rovnako velka ako Vierkina
nova panvica, preto do nej dokonale zapadla, ¢im ju hermeticky uzavrela, ale pritom sa v nej mohla volne
pohybovat, ¢ize z panvice vyrobila piest. Pokrievka je kovova, ma plochu 0,1 m? a prakticky nulovi hmotnost.

Vierke v$ak okrem varenia nie je cudzia ani fyzika. Uvedomila si, Ze takto prikryta panvica pripomina kon-
denzator, a tak dno a pokrievku pripojila na svorky zdroja elektrického napdtia 1,5 V. Po zopnuti spinaca
sa pokrievka mikroskopicky pohla, ¢im mierne stlacila vzduch v panvici. O kolko stupnov vzrastla teplota
vzduchu vo vnutri panvice v dosledku stlacenia?

Vzduch povazujte za idedlny dvojatémovy plyn s teplotou 20 °C a standardnym atmosférickym tlakom. Vysle-
dok odovzdajte v °C s presnostou aspori na dve platné cifry.

Kiko mé na zéhrade krdsny zvnutra postriebreny paraboloid s polomerom 1 m a hlbkou 50 cm. Namieri
ho na Slnko. Na aku najvyssiu teplotu nim za idealnych podmienok dokaze rozpalit absolutne ¢ierne teliesko
s polomerom 1 mm?

UvaZzujte len prenos energie ziarenim. Vysledok uddvajte v kelvinoch zaokriihleny na celé cislo.

Traktorista Fero sa prestahoval z horného Povazia na juzné Slovensko a zacal tam pestovat meldny.
Prigli vSak obrovské sucha a duziny mel6nov sa zacali scvrkavat. Momentalne maji melény pevnu sféricka
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$upku s hmotnostou M a polomerom R a vnitri volne sa pohybujticu duzinu gulovitého tvaru s hmotnostou
2M a polomerom %.

Aka je peridda malych kmitov takéhoto melénu okolo rovnovaznej polohy v tiazovom poli? Duzina je na
zaciatku vychylena o uhol & <« 1 vzhladom na stred meldna (t. j. « je uhol, ktory zviera spojnica stredu
meléna s bodom dotyku duziny a Supky so zvislym smerom) a Supka stoji.

Uvazujte, Ze duZina vo vniitri melona a ani melon samotny na zemi nepresmykuju. Rieste pre M = 1,5 kg a
R =15 cm. Vysledok odovzdajte v sekunddch zaokriihleny na aspor tri platné cifry.

Plys si konec¢ne vybrala luster do svojej novej obyvacky. A nie hocijaky. Pozostaval z kovovej obruce
s polomerom R a Ziarovky s hmotnostou m upevnenej na obruci velmi velkym mnozstvom N slabuckych
pruznych vlakien s tuhostou k a nulovou pokojovou dizkou.

Lenze Kvik je velké deco a ¢oskoro zistil, Ze sa s lustrom da aj vyborne zabavat. Podaril sa mu husarsky kasok,
ked sa mu podarilo dondtit ziarovku obiehat stred obruce po kruznici s polomerom r << R v rovine obruce.
Aku obvodovu rychlost musel Ziarovke udelit, aby sa mu to podarilo?

Vplyv tiaZe neuvaZujte. Rieste pre R = 25 cm, m = 100 g, N = 10000, k = 1 mN/m ar = 5 cm. Vysledok

vyjadrite v metroch za sekundu s presnostou na jedno desatinné miesto.

2R

g > g

Mysticka astralna entita, v ezoterickych kruhoch tieZ znama ako Kata, bude o chvilu skladat skusku
z predmetu Tvorba a osidlovanie svetov II. Kedze miesto poctivej pripravy na skusku radsej prenikala do
inych dimenzii, nezriadene popijala s démonmi a zakladala rozli¢né okultné spolky, teraz sa poti za usami a
tak trochu vari z vody.

Nastastie prave o to na skuske ide: treba vytvorit planétu z ¢istej vody, pricom v jej strede musi byt po ustaleni
hydrostatickej rovnovahy tlak presne 100 kPa. Aky bude jej polomer, nez sa za¢ne vyparovat do nekonecnej
prazdnoty vesmiru?

Vysledok odovzdajte v kilometroch zaokriihleny na celé cislo.
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Vzoroveé riesenia

[ 1| Najprv si vysvetlime, ¢o sa deje v jednotlivych elementoch systému ozubenych kolies a pasov.

Ked st dve ozubené kolesa na jednej oske, ich uhlova rychlost je rovnaka. Ked dve susediace ozubené kolesa
do seba zapadaju, v bode dotyku musi byt rovnaka obvodova rychlost a smer otacania kolies je navzajom
opacny. To znamena, Ze plati

kde w; oznacuje uhlovu rychlost kolesa a N; pocet jeho zubow.

Po chvilke zamyslenia je snad jasné, Ze ak je takychto kolies zapojenych viac za sebou, na zistenie uhlovej
rychlosti posledného kolesa staci poznat iba pocet zubov prvého a posledného kolesa a smer jeho otd¢ania
zistime z parnosti alebo neparnosti poctu zapojenych kolies.

Kolesa spojené pasmi sa spravaju velmi podobne, tiez maji rovnaku obvodovi rychlost. To znamena, Ze pre

velkost obvodovej rychlosti opat plati

Ny
2

Smer sa zmeni prave vtedy, ak je pas prekrizeny. Dodajme, Ze ak pas spdja viac ako dve kolesa, staci sa opit

zamerat iba na prvé a posledné koleso.

|w,| = |w,].

Teraz uz na zéklade pomerov poctu zubov podstatnych kolies najdeme, ze

w,_—8 -10 24 -15 27 28 -15 -10 12 4(0
15 9 30 12 14 25 24 18 12 9

Teda velkost uhlovej rychlosti posledného kolesa bude Jw a bude sa tocit v opaénom, zdpornom smere.
Hladany pomer uhlovych rychlosti je tym pddom —3w = —0,44.

V tlohe sa pytame na dostredivu silu. To je sila, ktora tla¢i Kretériu do stredu jej kruhovej drahy,
takZe jej draha nie je priama. Tato sila je rovna F = mw?R. Sta¢i ndm dosadit jednotlivé veli¢iny a obdrzime
vysledok.

Polomer je v zakladnych jednotkéch rovny 0,05 m, uhlové rychlost hodinovej ruicky je =22 rad/s, &ize asi

43200
1,454 - 10~* rad/s. Po dosadeni zistime, ze F = 1,06 - 1072* N = 1,06 yN.
Pri prelievani vody do velkého hrnca doda kazdy hrniec s vodou urcitu cast tepla. Vyslednu teplotu
budeme pocitat z kalorimetrickej rovnice ako vazeny priemer teplot a objemov vody v hrncoch'.
O s¢itani vieme, ze je komutativne, a teda na poradi nezélezi. Vysledok preto ziskame vzdy rovnaky, a to

5
;Wn_mn+wn+wn+wn+wn

‘/1 + ‘/é + ‘/é + ‘/4 + ‘/5

T =

5
2 Vi
1

Po dosadeni ziskavame hodnotu 60 °C.

'Vseobecne by sa mala pocitat ako vazeny priemer tepelnych kapacit a teplot, avsak vsetka voda ma rovnakd mernt: tepelnd
kapacitu a taktiez rovnakd hustotu. Preto sa tieto veli¢iny vykratia.
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[ 4 | Ozna¢me si hustotu vody ako p a atmosféricky tlak ako p,. Vidime, e medzi prvou a druhou nédobou
je stipec vody vysky h; = 2 m, ktory spdsobi, Ze na vodnej hladine v druhej nddobe bude tlak

p2=pa+ pghy.

Druha a tretia nidoba st prepojené priamo vzduchovym stlpcom. V fiom sa tlak zmeni len nepatrne, kedze
hustota vzduchu je zanedbatelna oproti hustote vody, a tak moZeme odvazne vyhlasit, ze tlak vzduchu, a teda
aj vodnych hladin v druhej a tretej nadobe, je rovnaky, teda p; = p,.

Teraz sa pozrime na maly kisok vody s objemom AV. Kym sa nachddza na hladine v tretej nadobe, ma po-
tencialnu energiu E = p; AV. Po absolvovani cesty slamkou vyleti az na vrch, kde bude mat nulovu rychlost,
ale zato nadobudne potencidlnu energiu

E' =p,AV+pg(h+hs)AV,

kde h; = 0,5 m.

Kedze trenie je nulové, energia sa nestraca, a teda plati E’ = E. Z toho dostaneme vysledok

h=hy—h;=15m.

Oznacme si dlzku lustra L a hmotnost prvého netopiera m. Luster sa sprava ako paka. Jedinou kom-
plikdciou je, Ze nemdme len jeden zaves, ale dva. Uvedomme si ale, Ze nosnym lankom je vzdy to, ktoré je
blizsie k taz§iemu netopierovi. Potom uz mozeme aplikovat podmienku rovnovahy momentov sil na péke,

Fl‘T’l:Fz'T’z.

Za¢nime hornym odhadom hmotnosti prisadnuvsieho si netopiera. V takom pripade je osou otacania lanko
prave pri tomto netopierovi, kedZe je zrejme tazsi, a plati

3 2 3
mg:- EL = Mmax§ - gL = Mmax = Em

V pripade dolného odhadu je osou otacania naopak lanko pri prvom netopierovi, ktory je zrejme Iahsi, a
plati
2 3 2
mg - EL = Mming * EL = My = gm
Hmotnost prisadnuvsieho si netopiera teda moze byt z intervalu (3m; 2m). Hladand dlzka intervalu je potom
2m—2m = 2m. Pre hodnoty zo zadania dostavame 2 ugh, pri¢om na velkosti pravekej jednotky ugh nezaleZ.

[ 6 | Ozna¢me si dlzku dolnej palicky ypsilonu ako a a dlzky hornych paliciek ako b. Za pociatok siradni-
covej sustavy zvolme stred ypsilonu. Potom tazisko ioty ma suradnicu 0 a tazisko ypsilonu lezi vo vyske x.
Zostava nam teda najst x.

Hmotnosti paliciek st umerné ich dlzke. Dolna palicka ma taZisko v bode so stiradnicou -4 a horné palicky
v bodoch so suradnicou ¢, takZe mozno pisat

(a+2b)-x=a~(—g)+2b-g.
2 2
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Odtial
2b-a a
x= =
2b+a 2

Horné palicky zvieraju uhol 60°, takze zrejme plati

a
— =c¢c0s30° =

b

>S5

2 / p
Preto b = 5o Dosadime to do vyrazu pre x a dostaneme

e
4++/3 2

KedZe obe pismenka st vysoké 6 mm, tak a = 3 mm a x » 0,6 mm.

Terezka sa najprv plavi z Bratislavy do Devina proti prudu. Jej rychlost voci brehu v, je teda v, = v—u,
kde v je rychlost lode a u rychlost priadu vody. Obdobnou analyzou Terezkinej plavby naspét po prude
dostavame druht rovnicu v, = v + u. Po od¢itani zistime, Ze rychlost priadu je

Vo) — V1

u= T (7.1)

Zaroven vieme, Ze rychlost je dana podielom vzdialenosti a ¢asu, ktoré pozname zo zadania. Nahradme teda

vy = % av,= %. Rovnicu 7.1 potom vieme upravit do tvaru
h—t
u=-=—d. (7.2)
24t

Pre obe Bubuho plavby musia platit uplne identické vztahy, akurat s jeho hodnotami ¢asov a vzdialenosti,
ktoré si analogicky oznac¢ime T;, T; a D. Rychlost prudu je na oboch tsekoch rovnaka, preto plati
T-T,

- D. 7.3
“TOTT, 73)

Lavé strany rovnic 7.2 a 7.3 sa rovnaju, preto mozeme ich pravé strany spojit do novej rovnice

b=t _ T, - T,
2tt, 2T, T,

b

odkial po tpravach dostaneme

tz - tl Tszd

D=
T,-T, tit

Po dosadeni ¢iselnych hodndt ndm vyjde vysledok 90 km.?

Kvik nesmie porusit pravd, hornu ani prednu stranu kvadra. To znamena, Ze jeho rez moze pretat
najviac tri hrany - konkrétne AD, CD a DH, ktoré vychadzaju zo spodného zadného lavého vrchola kvadra.
A kedZe kazdy rovinny rez prechadzajuci kvadrom a oddelujtci nenulovy objem pretne aspon tri hrany,
nutne pretne prave tieto tri hrany. Vezmime teda nejaky véeobecny rez, ktory tieto podmienky splna.

*Tato hodnota schvalne nie je realistickd, aby sme nezvyhodriovali timy, ktoré spravny vysledok poznaju.
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H G

A B

Obrazok 8.1: Lakocinka s lubovolnym vseobecnym vyhovujiicim rezom a optimdlnym rezom

Ak rez nepretina vrcholy A, C a H, vieme ho [ahko zlepsit (¢ize zvacsit odrezany objem) tak, Ze rovinu rezu
posunieme smerom k tymto bodom. Jediny rez, ktory takto vylepsit nevieme, uz prechadza cez vsetky tri
vrcholy. Tento rez teda musi byt hladanym rieSenim.

Kvik teda mdze zjest cely ihlan ACDH. Jeho podstava ma plochu polovice podstavy kvadra %b a jeho vyska

je rovné vyske kvadra c. Jeho objem je teda %%, ¢ize L objemu pévodnej lakocinky.

Nakoniec e$te musime overit, ¢i sa ostavajuci kisok neprevali. Lahko vsak zistime, Ze tazisko ostavajuceho
kuska sa nachddza nad jeho podstavou — povodné tazisko sa nachadzalo priamo nad stranovou uhloprieckou
AC a po odrezani sa muselo posunut smerom k vrcholu B. Nase rieSenie je teda vyhovujuce.

[ 9| Pririeent tejto Glohy sa neda pouzit Ziaden trik, a tak neméme inti moZnost, nez skusat natcat jed-
notlivé zrkadielka a hladat cestu li¢a s minimalnym kumulativnym oto¢enim zrkadielok. Aby sme si ulah¢ili
referovanie na jednotlivé zrkadielka, oc¢islujme si ich ako na obrazku.

KedZe svetlo sa $iri $ialenou rychlostou, nevieme zrkadiela otacat “za behu luca’, a teda kazdé zrkadielko
mozeme otocit len raz. Je teda len obmedzeny pocet moznosti, ktoré treba overit. Niektoré su uz na prvy
pohlad vyhodnejsie nez iné, takze c¢as, ktory stravime pri rieseni tejto ulohy, zavisi vyrazne od toho, ako velmi
budeme rozmyglat.

Prv, nez sa pustime do hrania sa so zrkadielkami, mézeme si v§imnut, ze do Halovho oka vedie dlha tenka
rura, ktora zabezpedi, Ze posledny odraz musi nastat na zrkadle 5. Takisto, kedze zrkadld maju pohlcujtce
hrany, prvy odraz nastane vzdy na 3.

Dalej si mdzeme viimnut, Ze niektoré trojice zrkadielok su kolinedrne. To ma dva dolezité dosledky. Prvy
z nich je, Ze nevieme dostat lu¢ priamo z prvého z trojice zrkadielok cez prostredné na tretie, pretoze to
ma pohlcujtce hrany, a teda treba pouZit pomocny odraz do strany, ¢o trajektériu predlzi a prida otocenia
naviac, ¢im ju s najvac¢$ou pravdepodobnostou spravi nevyhodnou. Druhym désledkom je, Ze mozeme ziskat
“odraz zadarmo” od zadnej strany prostredného zrkadla na posledné zrkadielko z trojice, ak ho nasmerujeme
prednou stranou na prvé zrkadielko z trojice. Takymi st napriklad trojice 1,3,8; 2,3,6; 2,4,8; 1,4,5, ¢i 6,7,5.

Pri odhadovani vhodnosti jednotlivych trajektdrii zvolime stratégiu, Ze sa budeme riadit mierou natocenia
pri najblizsich odrazoch a celkovym mnozstvom odrazov od unikatnych zrkadiel.” Napriklad za¢neme tra-
jektoriami, ktoré si vyzaduju prechod z 3 na 5 cez jeden odraz. Také moznosti st tri — cez 2, 4 alebo 7.
Néjdeme najoptimalnejsiu z nich a bezime za opravovatelom. Ten nam povie, Ze nie, a tak za¢neme hladat
dlhsie trajektdrie. Tu je tych moznosti uz viac, no za¢neme tymi, ktoré si vyzadujui uz na prvy pohlad naj-
mensie otocenia, preto budeme smerovat prvy odraz nahor. Navyse ak poéjdeme z 3 na 1, tak si mozeme
uvedomit, Ze vdaka polohe na opacnej polpriamke mame odraz z 3 na 5 v smere od 8 zadarmo. Po par po-

*Toto ndm samozrejme nezarudi, ze takto njdena trajektoria je najoptimélnejsia, no je pravdepodobnejsie, Ze optimélna tra-
jektdria bude skor kratsia a pootocéenia jednotlivych zrkadielok na nej budu tiez mensie.
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kusoch ndjdeme spravne riesenie 3-1-6-8-3-5, ktoré si vyzaduje pootocenie kazdého zo zrkadielok 3, 1a 8 o
22,5° - celkovo teda o 67,5°.

\—~
N

|

6 /8

Obrazok 9.1: Optimadlna cesta

Presunme sa do vztaznej sustavy Kuba. Ozna¢me si rychlost Kuba v. Rychlost auta v, je v Kubovej
sustave v, — v a rychlost jeho tiefia je v;. Dalej plati

S1 Sy
. 2 v, _p=2 10.1
1 t 2 t ( )

kde s, je vzdialenost na stene, ktoru prejde tien za ¢as t, a s, je vzdialenost, ktort prejde auto tiez za rovnaky
Cas t.

Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov vyplyva, Ze

S1 S$2
tana = — = —. 10.2
14 (10.2)

Z rovnic 10.1 a 10.2 dostdvame

Vo —V dz 2
= = Vy=Vi— + W

V1 _-EI d,

Po dosadeni hodnot dostavame v, = 18 km/h.

Ozna¢me si sklon stola & a dlzku hrany kocky a.

Aby sa kocka po ndraze na obrubu neprevrhla, musi byt jej kinetickd energia nanajvy$ rovna nérastu jej
potencialnej energie pri preklapani cez hranu. Ked si ale uvedomime, Ze kineticka energia kocky pochadza z
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poklesu jej potencialnej energie pri zosuvani sa po naklonenom stole, okamzite vidime, Ze jej tazisko musi byt
na zaciatku nanajvy$ v takej istej vyske, do akej sa dostane pri preklapani. Tym celt ulohu transformujeme
na jednoduchy geometricky problém — najst dlzku strany $tvoruholnika s dvomi pravymi uhlami, v ktorom
poznam dve strany a jeden dalsi uhol (vid obrazok).

a2

Oznaéme si neznamu dizku strany x a dopliime si $tvoruholnik na pravouhly trojuholnik s vntitornym uhlom
a. Potom hladand dizka strany je rozdielom dlzok prislusnych strén velkého a malého pravouhlého troju-
holnika

g 8
x—__—

sina  tana

Hladana vzdialenost kocky od obruby je potom

dzx—gz(ﬁ— L —I)EZ(ﬂcsca—cot(x—l)

2 sina tana«

N

Pre hodnoty zo zadania d ~ 341,14 mm.

Oznacme si b = a/10, aby sme sa vyhli skaredym zlomkom. Objem ponorenej casti je

_4b+7b

%4 -2b-20b = 2200°.

Povrch ndjdeme ako sucet povrchov dvoch lichobeznikov, spodnej strany a dvoch bo¢nych stran,

4b + 10b
2—

S= -4b+4b-20b+2-5b-20b = 336>

Na kompu posobi vztlakova sila F, = pVg a tiazova sila F, = 0Sg, kde o je hladand povrchova hustota. V
rovnovaznom stave sa sily vyrovnaju, takze dostavame
|4 55

11
F,=F, = o= SP= 8—4bp = Teg P~ 65,5 kg/m?.

Rie$enie za¢neme tym, Ze si zapojenie prekreslime na jednoduchsie ekvivalentné zapojenie. Treba si
uvedomit, Ze idealny vodi¢ ma nulovy odpor, a preto nim spojené uzly mozno zIucit do jedného uzla ako na
obrazku.
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Obrazok 13.1: Ekvivalentny paralelny obvod

Vidime, Ze sme dostali trividlne paralelné zapojenie troch rezistorov. Odpor takého zapojenia sa s meniacim
sa odporom neznameho rezistora meni spojito a monotdnne. Staci sa teda pozriet na extrémne pripady:

Ak je neznamy odpor nulovy, sprava sa ako idealny vodi¢ a dochadza ku skratu. Inak povedané, vy-
sledny odpor zapojenia je nulovy.

o Ak je neznamy odpor nekonecny, mdézeme danu vetvu zo zapojenia odstranit, pretoZe po zapojeni do
siete cez nu nikdy nebude tiect prud.

Efektivne sa teda vysledné zapojenie zmeni na paralelné zapojenie dvoch rezistorov s odporom R. Vysledny
odpor takého zapojenia je notoricky zndma hodnota £.

Riedenim je teda interval (0;%). Jeho dizka je £ = 500 Q.

BzdusSovi je najlepsie vletiet do kruhu dveri v momente, kedy sa otvor tesne za nim zavrie. Z otvoru
naproti potom vyleti tesne po otvoreni dveri. Musi teda preletiet drahu medzi krajmi dvoch otvorov, ktorym
prisliichajuca ¢ast kruznice opisuje uhol 135°. Dvere sa za tento ¢as musia stihnut otocit o 135° - 120° = 15°,
tize 5; celého otocenia.

Pouzijuc goniometriu zistime, Ze draha bude dlhd 2 - 3 m - sin(22*) ~ 5,54 m. Dverdm bude otocenie o 15°

> 15s _ 5
trvatﬁ—ss.

Najvyssia rychlost, ktorou moze ¢meliak letiet, je teda

2-3m-sin(£¥)

S

~ 8,87 m/s.

|

Zabudnime na chvilu na valcovu dieru a predstavme si, Ze si na kocke v ¢ase ¢ = 0 s vyznacime vSetok
cukor, ktory sa rozpusti za nejaky kratky casovy usek At. Zo zadania vieme, Ze toto geometricky zodpoveda
mnozine bodov, ktoré st od povrchu kocky vzdialené prave v At alebo menej. Z toho okamzite vidime, Ze
zostavajuci cukor po nejakom case At bude tvorit kocku so stranou 4R — 2v At.

Teraz sa pozrime na valcovu dieru. Jej spravanie bude analogické spravaniu kocky. Ked'si predstavime profil
kocky, v ktorom sa valcova diera zobrazi do kruhovej diery, za nejaky ¢asovy tsek At sa v okoli diery rozpusti
vSetok cukor, ktory je od najblizsieho bodu na obvode kruhu vzdialeny maximalne v At. Po nakresleni vidi-
me, ze ide o medzikruzie medzi obvodom kruhovej diery a kruznicou s nou koncentrickou, ktorej polomer
je R+ v At. Ked sa vratime do troch rozmerov, vidime, Ze diera v tvare valca si zachova tvar, a jej polomer sa
bude v case zvidcsovat rychlostou v.
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Obrazok 15.1: Rozpustajiica sa kocka

Teraz dame dokopy vsetko, ¢o vieme: mame zmensujticu sa kocku s pociato¢nou stranou 4R a zvacsujuci
sa valec s pociato¢nym polomerom R. Za aky cas nezostane ziadny bod v priestore, ktory by patril kocke,
ale nie valcu? Okamzite vidime, Ze posledny rozpusteny cukor bude lezat na hranach zmensujuicej sa kocky,
ktoré su rovnobezné s osou valca.

Ako sa kocka zmensuje, body na tejto hrane sa bliZia k osi valca rychlostou \/2v, a povrch valca sa ku nim
blizi rychlostou v. Ich vzdjomna rychlost je teda v(\/2 + 1). Z Pytagorovej vety vidime, Ze ich pociato¢na
vzdialenost je R (2\/5 - 1). Cas tiplného rozpustenia teda bude

CR(2v2-1)

v(V2r1)

Pre hodnoty zo zadania ¢ »~ 2,5 min.

Celkova praca, ktort musi Hovorca vynalozit na vyliatie vody, pozostava zo zmeny potencialnej energie
misky a vody pri nakloneni. Najjednoduchsie bude samozrejme misku s vodou nezdvihat, ale ju iba naklonit,
aby voda vytiekla. Tazisko misky sa pri nakloneni sice zdvihne, no kedze je hmotnost misky nulova, aj praca
pri zmene jej polohy bude nulova. A ¢o s vodou? Ta sa predsa zacne ochotne vylievat pri Iubovolnom
nakloneni misky. Celkova praca potrebna na vyliatie vody z misky je teda nulova.

Zadanie nam hovori, Ze napitie na zdroji je dostato¢ne velké na to, aby sa rozsvietili diédy zapojené v
priepustnom smere, ale na druhej strane aby nebolo presiahnuté prierazné napatie. To znamena, Ze na urce-
nie toho, ktoré diddy budu svietit, nam sta¢i najst smer pridu jednotlivymi vetvami obvodu a identifikovat,
ktoré diody su zapojené v priepustnom smere.

Prud tecie od kladného pdlu zdroja k zapornému. Trividlne teda vidime, Ze postupnosti diéd 1-3-6-13-15
a 8-11-14-9-10 st zapojené v priepustnom smere bez dalsich vetiev, takze svietit budu.

A ¢o také diédy 4 a 7? Na prvy pohlad sa modze zdat, Ze st zapojené v zavernom smere. Nemoze sa vSak
stat, Ze prud tecie v akejsi slucke po trase C-D-3-E-6-G-7-F-4-D-3-E-6-G-13, ¢o by znamenalo, Ze by
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sa aj LEDky 4 a 7 mohli rozsvietit? Hoci to vyzera ako redlna moznost, treba si spomenut na Kirchhoffove
zékony. Konkrétne podla druhého Kirchhoffovho zékona musi byt sicet napati na uzavretej slucke nulovy,
no a kedZe na uvazovanej slucke D-3-E-6-G-7-F-4-D maju vSetky napétia rovnaké znamienka, ich sucet
bude urcite nenulovy. Jedinym logickym rieSenim teda je, Ze prud chce tiect dolnou vetvou v smere D-4-
F-7-G, ¢o znamena, Ze diddy 4 a 7 st zapojené v zavernom smere, a teda nesvietia. Obdobnou uvahou pre
slucku D-3-E-5-F-4-D zistime, Ze ani diéda 5 nemoze svietit.

Didda 12 je zapojena taktiez v zavernom smere, ¢o opat dostavame tvahou podla druhého Kirchhoffovho
zékona pre slucku J-10-1-11-K-12-]. No a este zostava didda 2, ktora je tiez zapojena v zavernom smere,
¢o vidime z uvahy pre slucku A-1-C-2-B-A.

Po pripojeni k zdroju napitia sa teda rozsvietili diédy 1, 3, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14 a 15.

Matko hodil vajicko s pociato¢nou rychlostou vy, pod uhlom «. KedZe odpor vzduchu zanedbame,
jedina sila, ktora nam na vajicko pdsobi, je tiazova sila sposobujuca zrychlenie g. Zavedme si suradnicova
sustavu tak, aby ndm vajicko zrychlovalo iba v smere osi y. Kedze pociato¢na rychlost nemusi mat smer nami
zvolenych osi, rychlosti v smeroch osi x a y si vyjadrime v§eobecne ako

vx(0) = vy cosa a v,(0) = vy sina.

V smere osi x na vajicko nepdsobi ziadna sila, a preto sa bude pohybovat rovhomerne priamociaro, ¢ize

X = tVy COS . (18.1)
V smere osi y pdsobi tiazova sila, preto sa bude pohybovat so spomalenim g, ¢ize
1
y=tvysina - Egtz (18.2)

Kedze Matko a Kubko chytaju vajicko v rovnakej vyske, potencialna energia vajicka je rovnaka. Z toho nam
vyplyva, ze rychlost vajicka pri hode bude rovnaka ako pri jeho chytani. Preto si mdéZeme oznacit v = .
Pomocou tychto rovnic vieme vyjadrit polohu vajicka v danom okamihu, ¢iZze parameter ¢ je v obidvoch
rovniciach rovnaky. Po vyjadreni ¢ z rovnice 18.1 a dosadeni do rovnice 18.2 dostavame vyraz

- dsina gd?

cosa  2vcos?a
KedZe vyska, v ktorej chyti Kubko vajicko je nulovd, za h dosadime 0. Po tprave dostdvame rovnicu

gd

sin®2a

V=

Ak chceme aby bol vysledok ¢o najmensi, menovatel musi byt ¢o najvacsi. To nastava vtedy, ked je uhol
o = 45°a sin 2« = 1. Preto najmensia rychlost bude v = \/gd ~ 6,26 m/s.
Elegantna metdda

Existuje vSak aj ovela krajsia metoda, ktoru tu z eduka¢nych dévodov taktiez uvedieme: ozna¢me rychlost
na zaciatku pohybu v, a na konci ako v, taktiez ozna¢me dlzku trvania tohto pohybu ako ¢ a zmenu polohy
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vajicka ako r. Kedze sa rychlost meni linearne s ¢casom, mdzeme povedat, Ze priemerna rychlost je

Vo+V t

\4 - 18.3
VEMATS: (183)
Taktiez, kedZe je zrychlenie konstantné, mozeme pouzit rovnicu

V-V, =gt (18.4)

Teraz spocitame vektorovy sucin 18.3 x 18.4,

1
E(VO +V)x (V-vy) =rxg,

1
E(Voxv—vxvo):rxg,

VoXV=rXg.

Teraz podme aplikovat tuto vieobecnu rovni¢ku na na$ konkrétny pripad. Jednoznacne plati |r x g| = gd.
Kvoli zachovaniu energie vieme, Ze |[vo| = |v| = v. VSeobecne plati, Ze ak ozna¢ime uhol medzi vektormi v, a
v ako 0, dostaneme

v*sin 0 = gd.
Teraz uz ostdva len si uvedomit, Ze sin 6 < 1 a teda

v>\/gd.

Riesenie ulohy bude pozostavat z postupného popremienania jednotky blaze na W/m?, ktort budeme
vediet porovnat so solarnou konstantou z tabulky, F, = 1361 W/m?2. Dokonale ¢ierna nadoba totiz vsetko
slnec¢né svetlo pohlti, a to sa premeni na teplo zohrievajtice vodu. Ozna¢me teda

Q

1blaze = ———,
1m2-1h

kde Q je teplo potrebné na zohriatie vody v onej ¢iernej nadobe o 1 °F. Pre lepsiu predstavu budeme uvazovat
o nadobe s plochou podstavy 1 m?.

Na zistenie tepla Q treba poznat hmotnostnu tepelnu kapacitu vody, jej hmotnost a rozdiel teplot. Hmot-
nostna tepelna kapacita cy,o je znamych 4180 kJ/(kgK). Jej hmotnost polahky zistime z jej objemu - ten
je 1 m?- 25,4 mm = 0,0254 m?, a teda hmotnost bude 25,4 kg. Nakoniec zmena teploty o 1 °F znamend v
Kelvinovej $kale zmenu o 3 K.

MobzZeme dosadit
Q = cy,0-m- AT =4,18kJ/(kgK) - 25,4 kg - g K ~ 58,98 kJ.

a teda 1 blaze bude rovny

58,98 k
Q. ) 1638 Wi,
lh-1m? 3600s-1m?

Zo Slnka vsak na meter $tvorcovy dopada az 1361 W. Po vydeleni zistime, Ze slne¢né svetlo ma priblizne
83-krat vacsi vykon na jednotku plochy, ¢ize 83 blazov.
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Na tivod si spocitame odpor nadramku pre vieobecny uhol ¢. Oznaéme polomer naramku r a dlzkovy
odpor drotu A. Pripojenim elektréd pod uhlom ¢ sposobime, ze naramok sa efektivne rozdeli na dva para-
lelne zapojené rezistory s odpormi ¢rA a (27 — ¢) rA. Vysledny odpor dvoch paralelne zapojenych rezistorov
je teda trividlne

27T —
R, = CACL)) gD)rA.
2n
Zo zadania a rovnice pre vysledny odpor vieme, Ze pre ¢ = 7 plati R = ZrA. Pre n-krat mensi odpor, ktory
dostaneme pri uhle ¢, musi preto platit

To je kvadraticka rovnica pre ¢,, po ktorej vyrieseni dostdvame

Pre n = 2 dostdvame jednoduchy vysledok ¢, = m (1 + \/g ) = 180° + 127,28°. Uhol, ktory musia zvierat
elektrody, je teda 52,72°, ¢o je ekvivalentné 307,28°.

Aby si Ply$ ni¢ nevsimla, Kvik urcite nesmie rezom porusit hrany prednej steny AB, BF, EF a AE a
rovnako ani zvy$né hrany hornej steny FG, GH a EH. Obdobnym argumentom ako v predoslej ulohe o
lakocinke mozeme zd6vodnit, ze idedlnym rezom bude rez rovinou ABGH.

Lenze tu nardzame na problém. Ak by Kvik ukradol spodnu cast kvadra, zvys$na cast by spadla. To by si
Plys urcite vS§imla a spolu s tym by prisli aj spomenuté neprijemné dosledky. Musi preto nechat takua cast
podstavy, aby zvySok bezpec¢ne udrzala. To znamena len tolko, Ze tazisko ostavajucej casti musi lezat nad jej
podstavou.*

B

Obrazok 21.1: Pohlad na lakocinku zboku

Rez teda bude musiet spravit tak, aby jeho spodnd hrana bola rovnobezna s hranou kvadra CD, ale precha-
dzala podstavou ABCD niekde v jej vnutri. Ozna¢me si dva nové body prieniku roviny rezu s hranami AD
a BC ako X a Y. Ostdva urcit, aka najvacsia moze byt vzdialenost medzi useckami AB a XY, ktort oznac¢ime
ako bx pre nejaké 0 < x < 1.

*Presnejsie povedané, tazisko musi byt nad konvexnym obalom novej podstavy, ale pri jedinom rovinnom reze podstava urcite
ostane konvexna.
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Tu pouzijeme momentovu vetu: musi platit, Zze moment sily sposobeny tiazou kvadra s podstavou ABXY musi
byt aspon taky velky, ako moment sily sposobeny tiaZou zvy$nej Casti v tvare trojbokého hranola. Rozmer v
smere hrany a mozeme ignorovat, kedze v tomto smere je kvader v§ade rovnaky. Pozrime sa teda na bokorys
kvadra.

b
b(1 - x)
3
—
‘ bx
2
bx b(1 -x)

Obrazok 21.2: Momentovd veta uplatnend na bocny priemet lakocinky

Hmotnost kvédra je imernd abcx a jeho tazisko je v horizontdlnej vzdialenosti % od osi XY. Hmotnost
abc(1-x)
2
@. Momentova veta preto tvrdi, ze v krajnom pripade plati

zvy$ku je imernd ajeho tazisko sa nachddza vjednej tretine taZnice, teda v horizontdlnej vzdialenosti

abcxb—x ! abc(1-x)b(1 —x)’
2 3

odkial po vykrateni a vynasobeni Siestimi dostavame rovnicu

22 +2x-1=0.

Ta ma rieSenia

—4£/4+8  1+\3

B 4 2

z ktorych fyzikalne zmysluplné je to so znamienkom ,,+“ pri diskriminante.

X

Ostava nam spocitat objem odrezanej Casti, ktory je zjavne rovny

abc(l-x) 3—\/§abc
2 4 ’

a Kvik teda mo6ze odhlodat % objemu lakocinky, ¢ize priblizne 31,7%.

Andrejova rychlost v ¢ase t je v = at. Zoberme si usecku AO, ktora spaja Andreja a ovcu a oznacme jej
dlzku ako .

Obrazok 22.1: Andrejova trajektoria
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Priemet Andrejovej rychlosti na tuto usecku je v cos ¢, €o je zaroven aj rychlost skracovania tsecky. Usecka
sa teda skracuje s konstantnym zrychlenim ako

r(t)=d- %acos ot

Cas, ked Andrej dobehne ovcu (r = 0) je potom

2d

t= ,
acos ¢

¢o je prekvapivo jednoduchy vysledok vzhladom na to, akda komplexna je Andrejova trajektdria. Pre hodnoty
zo zadania to dava ¢as t = 20 s.

Rozdelme si vysku na dve zlozky: h; nech je vzdialenost od zeme po Adamovu ruku a h, nech je
vzdialenost od Adamovej ruky po strop jaskyne. Potom H = h; + h,.

V prvom deji Adam skdkalku iba pusti, teda jej rychlost vo vyske h; je nulova. Zistime ¢as dopadu na zem.
Rovnica pohybu je v tomto pripade

1
Egt%zhl.

20

Ziskame tak zndmy vysledok t; = | /=*. Vieme, Ze medzi dvoma dopadmi skdkalka raz klesne z maximalne;

vy$ky na zem, a potom vystipa od zeme do maximalnej vysky, pricom oba tieto deje trvaju t,. Teda T} = 2¢,
af, = i Po dosadeni a vyries$eni vzhladom na h; mame h; = %.
1

V druhom deji mame dve moznosti: bud sa skdkalka dotkne stropu, alebo sa ho nedotkne. Mame vsak
zadané, ze Adam dokazal urcit vysku stropu, ¢o by bolo v druhom pripade nemozné, teda skakalka sa stropu
dotkne. Medzi dvoma odrazmi skakalka raz stupne z podlahy do vysky h;, kde ma rychlost v, a raz stipne z
vysky h; do vysky hy + h,. Medzi dalsimi dvoma odrazmi klesne spét a toto sa opakuje.

Vieme, Ze vystupat do vysky h; tak, aby tam mala skdkalka rychlost v, trva rovnako dlho, ako klesnut z tej
vysky s pociatocnou rychlostou v v opa¢nom smere. Teda prva rovnica bude

1
Egt%l + Vt21 = I’ll.

Pohybova rovnica pre vystipanie o h, s poc¢iato¢nou rychlostou v je

1
—Egtgz + Vt22 = I’lz.

Rie$enie prvej rovnice vzhladom na #,; ma len jeden kladny koren: t,; = %g (—v +/v? +2gh ) Riesenie dru-
hej rovnice vzhladom na #,, ma dva kladné korene, pricom ten vac¢si predstavuje ¢as dosiahnutia danej vysky
po dosiahnuti maximalnej vysky pre nepreruseny pohyb, a teda nds zaujima ten mensi koren. Dostavame

1 . . ; 1y . .. _ 1
hodnotu ¢, = c (v —\/V? - Zghz) a rovno si vyjadrime periédu medzi dvoma odrazmi: T, = £, + tp, = 5
Dosadime casy a vyries$ime pre h,,
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Dosadime hodnotu h; a najdeme celkovu vysku jaskyne

2

2

H=2 (v [\/r+& &) |+ 5 c238m
2g it f 8fy

Zacnime tym, Ze bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat otacanie skuto¢ného kolesa v klad-
nom smere. Otazkou je, pre¢o by mal $tab pri roznej snimkovacej frekvencii vidiet inu uhlovu rychlost
kolesa. Odpoved najdeme, ak sa pozrieme na dve snimky iduce po sebe. Pri pohybe kolesa uvidime, ze sa
otocilo o uhol ¢. S rastiicou uhlovou rychlostou kolesa bude rast aj uhol ¢ az po £, kde N je pocet spic kolesa.
Ak je rychlost len o kuisok vdcsia, bude sa efektivne zdat, Ze sa otoc¢i uz o mensi uhol, ale opa¢nym smerom.
Takto to pdjde az po uhol 2, kedy bude zdanliva rychlost nulova, pretoZe poloha spic sa na snimkach nebude
menif. A takto mozeme periodicky pokracovat. Dalej budeme uvazovat N = 5 ako je uvedené v zadani.

Pozrime sa teraz, o aky skuto¢ny uhol sa otoci koleso za jednu snimku, ak zdanlivy uhol, o ktory sa otocilo
koleso na prvej kamere je 5—7752—14 s. Zadanie ulohy neurcuje, ¢i sa na kamere koleso otac¢a rovnakym smerom
8
alebo opacne ako v skuto¢nosti. Skuto¢ny uhol, o ktory sa koleso otoci za jednu snimku je preto

27 1

—k+2m—,
5 15

kde k € N.

Pre druha kameru, so snimkovacou frekvenciou 25 fps, dostavame obdobnym spdsobom pre skuto¢ny uhol
za jednu snimku
2w, 2m 1 2m 2

il——s:—£i2ﬂ—,
5 ~s25 5 25

kde ¢ € N.

Skuto¢na uhlova rychlost musi byt v oboch pripadoch rovnaka, preto musi platit

(Zk+2nd) ) (%”61:271%)
I = T

24 25

Po tprave dostavame rovnicu
24k + 8 = 250 + 10.

Kedze hladdme najmensiu moznu uhlovu rychlost, hladdme rieSenie rovnice s ¢o najmensim k, respektive
¢. Vyskusame vsetky (3tyri) kombindcie plusov a minusov v rovnici a zistime, Ze najmensiu uhlovu rychlost
mozeme dostat pre pripad, ked sa na oboch kamerach otaca koleso v opacnom smere ako v skutocnosti, a
teda k = = 2. Najmensia mozna skuto¢na uhlova rychlost kolesa je preto

(¥2-2m55) _ (§2-273)

W= - = - = 167 rad/s.

24 25

Inak povedané, koleso sa v skuto¢nosti oto¢i minimalne osemkrat za sekundu.

Aby sme tato tlohu vyriesili, musime si uvedomit, ¢o znamena, Ze satelit ponad Tinku preleti kazdy
den prave raz. Tinka sa nachadza kdesi blizko rovnika, teda v inercidlnej sustave sama obide okolo stredu
Zeme raz za den. Ak ma Tinka vidiet kazdy den prave jeden obeh, satelit ma dve moznosti:
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« bud rotujicu Zem obehne za ten cas este raz v smere otacania (a teda v inercialnej sustave dvakrat),
« alebo proti smeru otacania, a teda bude stat na mieste, rovnako ako hviezdy.

Druha moznost samozrejme pre satelit nie je fyzikalne redlna — aby na Zem vplyvom jej pritazlivosti nespadol,
musel by byt nekonec¢ne daleko’, a potom by to nemohol byt satelit, nehovoriac o tom, Ze by ho Tinka sotva
odlisila od hviezd. Musi teda ist o prvii moznost. No a to uz je iba jednoducha keplerovska tloha.
Pouzijeme treti Keplerov zakon

w?a® = GM, (25.1)

, [GM
a= F' (25.2)

AKka4 je uhlova rychlost? Za 24 hodin musi satelit obehnit Zem v inercialnej sustave dvakrat, plus este o
drobny kusok, o ktory sa Zem za jeden defi posunie na svojej dréhe, ¢ize priblizne 2£.° Uhlova rychlost
satelitu na obeznej drdhe teda bude

odkial dostaneme

365,25
86400 s

= M (25.3)

Po dosadeni do rovnice 25.2 dostaneme
a=26577 km.

Zadanie sa v$ak nepyta na hlavnu poloos, ale na vysku nad povrchom. Preto od tejto hodnoty este od¢itame
polomer Zeme a ziskame odpoved

h =20199 km.

Z rovnic popisujucich prirodzeny rozpad radioaktivnych prvkov vieme, Ze ak na zaciatku mame N
atomov prvku, ktorého polcas premeny je t;/,, v ¢ase t ostane v priemere

_tin2 Lt
N(t) = Npe 12 = Ny2 4n
Castic.

Cas, kedy sa v priemere premeni aj posledn4 Castica, vieme aproximovat ako také t; ze N(#7) = 1. RieSme
teda vzniknutd rovnicu vzhladom na ¢

1
Ny-2 he = 3 = t=t,(log,No+1). (26.1)

AkolkoZe je Ny? Nuz, vieme, Ze N = N 17, kde m = 1 kg je hmotnost uhlika a M je atémovad hmotnost uhlika.
Kedze nd3 izotop 'tC mé 14 nuklednov a malé proténové &islo, mozeme odhadnut jeho atémova hmotnost
na priblizne 14 g/mol, ¢o potvrdi rychly pohlad do tabulky. Po dosadeni atémovej hmotnosti a Avogadrovej
konstanty zistujeme, Ze v kilograme uhlika mame asi 4,3 - 10%> atémov.

>alebo v niektorom Lagrangovom bode
®Ob¢iansky dvadsatstyrihodinovy den je totiz definovany zdanlivym pohybom Slnka, nie hviezd. Keby sme rétali iba pohyb
voci hviezdam, o pol roka by satelit lietal ponad Tinku cez den.
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Po dosadeni do rovnice 26.1 zistime, Ze sa v priemere vSetky premenia za

1
¢~ (log, (L8 4 1) 5730 y = 493657y,
*\14u

Poznamka pre uplnu korektnost

Nasa metdda na odhad priemerného ¢asu premeny vsetkych atémov nie je Gplne presna. Spravne by sme
mali ratat strednd hodnotu ¢asu premeny posledného atomu z podmienenej pravdepodobnosti.

Hustota pravdepodobnosti, Ze posledna Castica sa premeni v intervale (¢; ¢ + dt) je dand su¢inom pravdepo-
dobnosti, Ze véekty ostatné Castice sa uz premenili na dusik; a hustoty pravdepodobnosti, ze tato konkrétna
Castica sa premeni prave v intervale (t; ¢t + dt).

Kumulativna pravdepodobnost, Ze sa jedna konkrétna castica uz premenila, je

CDF,(t) =1-¢e™M.

Pravdepodobnost, Ze sa uz premenili vSetky ostatné castice, je potom dana su¢inom jednotlivych pravdepo-
dobnosti pre tieto castice. Tych je spolu n — 1, a je teda rovna

CDF, (1) = (1-e)"".

Hustota pravdepodobnosti premeny jednej ¢astice v Case ¢ je dand zmenou kumulativnej pravdepodobnosti
v Case, Cize
PDF, (t) = Ae™™.

HIadanym vyrazom je teda
p(t)=(1- e"”)m1 A-e M,

Ocakévany stredny ¢as premeny poslednej Castice () je potom

ftp(t) dt
(1) = %—,
[p(t)dt

0
ktoru par zlozitymi substiticiami vieme vyriesit a dostat
H, n o]
ty=—, kde H,=) —.
( ) 1 n Z n

1

Pre velké ¢isla sa hodnota H, asymptoticky blizi k In n. Presny vysledok je potom

5730y
In2

Hy, - = 492698y.

Vidime, Ze rozdiel medzi jednoduchym a korektnym vypoctom je podstatne mensi, ako je experimentalna
chyba pri uréeni pol¢asu premeny izotopu '¢C, teda 5730 + 40 y. Preto ndm bohato sta&f aj prvy postup.
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Na zaciatku natlakujeme kompresor na tlak p; = 5p,, a to tak, Ze do objemu V; = 10l natlacime vzduch,
ktory mal pdvodne tlak p, = p, a teplotu T, ktora nas, ako uvidime neskor, nemusi vobec zaujimat.

Pri natlakovani kompresoru sa vzduch vo vnutri zahreje na teplotu T, ktoru si teraz najdeme. Zrejme plati
stavova rovnica
Vo _piVa
T, T,
Okrem toho natlakovanie kompresora prebehlo rychlo, takze ho mozno povazovat za adiabaticky proces.
Tym padom mozno pisat

Po Vo = P1 V"

Vylacenim objemu z rovnic dostavame pre neznamu teplotu po natlakovani

1-x

Tl = (@) ’ T().
P1

Pre dvojatéomovy plyn » = 7/5 a kedZze p; = 5p,, tak
Tl = 572/7 TQ.
Helbojove pekelné povinnosti zdrzali Helboja dost dlho na to, Ze vzduch vo vnutri kompresora stihol vyc-

hladnut, ¢o spdsobilo mierny pokles tlaku vo vnutri. Oznac¢me si tlak po vychladnuti ako p,. Chladnutie
vzduchu vo vnutri je izochoricky proces, preto

P11y =po 1.

Vzduch sa ochladil na jeho pévodnu teplotu T, = T, teda

T 5T,
Pr=p b=

5p0 = 55/7p0.

Ked pripojime na kompresor balén a otvorime ventil, vzduch adiabaticky expanduje. Tlak, ktory bude vo
vnutri balona, vieme zistit z jeho polomeru. KedZe povrchova energia baléna je priamo imerna jeho ploche,

s polomerom baldna r sa bude menit ako 47r*0. To znamena, Ze radidlna sila stlacajuca vzduch v baléne

bude mat velkost 8770, a teda prispevok tejto elastickej sily k tlaku vo vnutri bude p, = 2.

Tlak vzduchu v baléne je preto ps = po + 22, kde p, je atmosféricky tlak vzduchu. Vzduch pri expanzii zvacsi
objem o objem baléna 37r>. Pre adiabatickt expanziu platf

P2V = ps V3"

a samozrejme plati aj stavova rovnica

P2 Vs _ p3Vs
T, T;

Po dosadeni prislusnych vyrazov do rovnice adiabaty dostavame

55/7p0V0% = (p() + 270) (V() + %177,'7’3) .
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Dosadenim do stavovej rovnice dostavame zase

57poVo _ (Po+ %) (Vo + §7r°)

T T;
odkial
po+2 Vo + inr
T3 = TO 55/7 VO

Z rovnice adiabaty najdeme polomer baléna r, a potom ho dosadime do vyrazu pre teplotu. Problémom je,
ze vyssieuvedena rovnica je transcendentna pre r, a preto ju musime riesit numericky. Pouzijeme bindrne
vyhladavanie. Na to potrebujeme najst interval, v ktorom by mal hladany koren rovnice lezat.

Ako dolny odhad mozeme pouzit polomer r;, na ktory by sa balén naftikol, keby bol rozdiel tlakov medzi
vnutrom a vonkajskom

Ap = (5" -1) pa
¢o je presne pretlak v kompresore. V baléne bude po naftikani samozrejme mensi pretlak kvoli expanzii
vzduchu, preto

20 20
Ap > — - 1> ———— ~ 0,366 cm.
Ty (5 77— l)pa
Ako horny odhad poslazi polomer rp, na ktory by sa balon nafukol, keby pri napinani neklddol ziaden odpor.
V takom pripade

5 7/ 4 s 5/ 3 25
5/7P0V0 *=Po (Vo + gm’zﬁ) = frp= ET (5@ - 1) Vo = 14,485 cm.

Teraz uz mozeme konecne zacat s binarnym vyhladavanim. Zadefinujeme si funkciu

f(r) = (po + 270) (VO + gﬂﬁ)% - 57py Vi

a budeme skumat jej znamienka v koncovych bodoch intervalu r; a rp. Potom interval rozdelime na polovi-
ce a pozrieme sa na znamienko v deliacom bode. Z dvojice intervalov vyberieme ten, v ktorého koncovych
bodoch nadobuda funkcia opa¢né znamienko. S delenim intervalov pokracujeme dovtedy, dokym nedo-
siahneme potrebnu presnost. KedZe zadanie od nas chce az tri platné cifry a vzhladom na to, Ze toto je len
medzivysledok, ktory budeme vo vypoctoch pouzivat dalej, tak ho uré¢ime s presnostou az na $tyri platné
cifry, lebo chyby sa budu v priebehu vypoctu nabalovat. To znamend, Ze skon¢ime az v okamihu, ked by sa
uz dal$im delenim nemohla zmenit §tvrta platnd cifra. Dostaneme r ~ 14,32 cm.

Ked balén zaviazeme a odpojime od kompresora, vzduch v baléne sa po ¢ase dostane do teplotnej rovnovahy
s okolim (t.,j. zmeni sa mu teplota opét na T;) a podla stavovej rovnice musi pre vysledny polomer baléna R
platit

(po+22) 377 (po + ) 57R°

Po dosadeni za T3 dostavame kubicku rovnicu pre R,

55/7 0VQT’3 _ 20 3
Vo + dap  \7° R
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ktort budeme riesit opat numericky, pricom budeme postupovat analogicky. Najskor si zadefinujeme fun-
kciu

2_0') R3 _ 55/7 0V07'3

R Vo + %71'1’3 '

Dalej budeme potrebovat prvotny odhad. Vieme, ze pri nafukovani baléna stla¢eny vzduch expandoval, teda
sa ochladil. To znamena, Ze po odpojeni zacala jeho teplota rast, ¢o malo za nasledok zvac¢$ovanie balona,
¢ize R > r. Za dolny odhad preto vezmeme

g(R) = (Po +

R; =r=~ 14,32 cm.

Ako horny odhad moézeme zase pouzit polomer, na ktory by sa balon zvacsil, keby pri nafukovani nekladol
ziaden odpor. Podla stavovej rovnice

psr’ poRp’

Ts To
Po dosadeni za T; a p; a naslednej uprave odtial dostavame

57V,

Vo + 371

Rp=+ r~ 16,08 cm.

Konecne bindrnym vyhladdvanim ndjdeme R ~ 15,9 cm.

Na rieSenie ulohy pouzijeme princip virtualnych prac. Predpokladajme, ze kazdd z pruzin ja napnuta
na dlzku x. Tym padom kazd4 pruZina faha silou T = kx. Teraz natiahnime kazdd pruzinku o Ax. Tym
vykoname pracu W =12 - T Ax = 12kx Ax.

Nahradme celt kocku jedinou pruzinou s hladanou tuhostou K. KedZe ju natahujeme po telesovej uhlop-
rie¢ke, musi byt natiahnuté na dizku \/3x. Dalsie zvicsenie kocky o Ax zodpovedé predizeniu nahradnej
pruziny o \/3 Ax. Pri tomto predlZovani by sme museli vykonat pracu W = K- /3x- /3 Ax = 3Kx Ax.

Obe situacie si musia byt ekvivalentné, ¢ize v oboch pripadoch musime vykonat rovnaku pracu, teda

12kx Ax = 3Kx Ax.

Odtial hladana tuhost skeletu pri napinani pozdlz telesovej uhlopriecky je
K =4k

a pozadovany podiel je 4,0.

Ako prvé je dolezité uvedomit si, ze moment zotrvacnosti telesa okolo osi prechdadzajicej taziskom
nezavisi od natocenia telesa — ak by sme napriklad zobrali vrtulu a otocil ju o radian v smere hodinovych
ruciciek, moment zotrvacnosti zostane rovnaky.

Po druhé je dobré si uvedomit, ze ak zlepime dve telesa, ktoré zdielaju os otacania, moment zotrvacnosti
vysledného telesa je len su¢tom momentov zotrvacnosti oboch telies. Viac ndm na rieSenie netreba - staci si
vsimnut, Ze ked zoberieme kopiu povodnej vrtule s rovnakou osou otdcania a otoc¢ime ju o 3 radidnov, nase
dve vrtule do seba presne zapadnu a vytvoria plny kruh s plosnou hustotou ¢ a polomerom R.
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Jeho moment zotrvacnosti okolo kolmej osi prechadzajucej taziskom je, ako napovie rychly pohlad do fyzi-
kalnych tabuliek,

T = 1MR2 = lnR4a
disk — 5 = 5 .

Hladané riesenie je polovica z toho, teda

1 1
I=~I4q = -7R%o.
) disk 4

Alebo ak chceme vyjadrené cez hmotnost,
1
I=-mR?,
2

¢o je ekvivalentné momentu zotrvacnosti disku s rovnakou hmotnostou a rovnakym polomerom. Tento
vysledok by nds nemal prekvapit, nakolko vrtulka ma v kazdej vzdialenosti od osi otacania presne polovicu
hmoty oproti plnému disku dvojndsobnej hmotnosti, alebo teda presne rovnaké mnozstvo hmoty ako disk
polovi¢nej hmotnosti. Pre ¢iselné hodnoty zo zadania dostavame I ~ 7.854e — 5 kgm?.

Vnutri vahy je pruzina spojena so stupnicou. Hodnota na stupnici je priamo iimerna predlzeniu pru-
ziny. Z prvého Syslovho vazenia vieme dve veci:

e po prvé, 5 mm vychylky pruziny zodpoveda 100 kg na stupnici,

« a po druhé, Ze v pokojovom stave (teda po ustaleni hodnoty na stupnici) je Sysel v rovnovahe sil, z
¢oho v kombinacii s Hookovym zakonom zistujeme, ze kx, = mg, kde k je tuhost pruziny, x, = 5 mm
je vychylka v pokojovom stave a m je Syslova hmotnost.

Co sa viak stane, ked Sysel na vahu sko¢i? Pruzinka sa na chvilu poriadne stla&i, kedze musi absorbovat jeho
naraz. V okamihu, ked je vychylka maximalna, bude jej (a teda aj Syslova) rychlost nulova. Sta¢i nam teda
porovnat potencidlne energie na zaciatku skoku a pri maximalnom stlaceni pruziny.

Zavedme hladinu nulového potencidlu tak, aby nulova vychylka pruziny zodpovedala nulovej potencialnej
energii Sysla. Potom na zaciatku skoku plati Epy = mg - 0,1 m. V maximalnej vychylke musime zaratat
gravitanu potencialnu energiu aj potencialnu energiu pruznosti pruzinky, teda

Ep, = %kx2 — mgx.

Tieto dve energie sa musia rovnat. Napi$me si teda rovnicu a rovno do nej dosadme nas vztah pre mg, ktory
sme si odvodili pri prvom vazeni:

1
Ekx2 — kxox = kxy - 0,1 m.

RieSenie vzhladom na x ukdze jeden kladny koren x = 37 mm. Z toho vidime, Ze stupnica na vahe ukaze
hodnotu 740 kg.

Napisme si pohybové rovnice pre jojo. Pre transla¢ny pohyb joja podla druhého Newtonovho zakona
plati

ma =mg—T,
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kde T je tahova sila, ktorou lanko pdsobi na jojo. Pre rota¢ny pohyb z druhej impulzovej vety vyplyva

R
- T=,
Je =1 3

kde J je moment zotrvacnosti joja okolo taziska a ¢ je jeho uhlové zrychlenie.” Medzi uhlovym zrychlenim ¢
a obycajnym transla¢nym zrychlenim a je vztah

R
a=¢e—.
3

Vylucenim oboch zrychleni dostavame pre tahov silu

r-I"8
J+m(3)
To, kolkokrat sa Simonovi zda byt jojo Iahsie, je dany prave tym, kolkokrat mesou tahovou silou taha lanko
Simonovu ruku. Ked je jojo v pokoji, posobi na Simona silou T, = mg, takze padajuce jojo sa mu zda byt
T
k = — = ]

-krat
T R)?
o Jem(3)
[ahsie.
Nech je hustota materidlu joja p. Ndjdime si vyjadrenia pre moment zotrva¢nosti a hmotnost joja a dosadme
ich do najdeného vyrazu pre pomer tahovych sil. Pri hladani momentu zotrva¢nosti joja vyuzijeme poznatok,
ze moment zotrvacnosti disku, resp. valca je J, = 3m.r? a to, Ze moment zotrvacnosti telesa je su¢tom
momentov zotrvacnosti jeho casti

IR Y SO (R)Zh (R)2 163,
J=2 2(”R3P)R+2(”3 3P)\3) = age™ he

Hmotnost joja je zase

h R\}h 19
=2-7R*=p + (—) —p=—nR%h
" TRRPTANT) 3PP
Potom
‘e }lgan“hp 163 |
18 pahp + BaR2pp B =201~ OB
486 P T[ P

Zodpovedzme si najprv otdzku, pre¢o by malo vo vodi¢i v magnetickom poli (0, 0, B), cez ktory preteka
prud (I,0,0), vobec vznikat prie¢ne napitie v smere osi y. Tesne po zapnuti pridu cez vodi¢ bude na volné
nosi¢e naboja, v tomto pripade elektrony, pdsobit Lorentzova sila F = —e (-v,0,0) x (0,0, B) = (0,—evB,0),
kde v je rychlost elektréonov. Tie sa pohybuju proti smeru prudu tak, ako hovori konvencia. Nie je tazké si
domysliet, Ze tato sila sposobi pohyb elektronov proti smeru y a tieto elektrony sa zachytia na hrane vodica.
To vytvori vo vodici prie¢ne elektrické pole E v smere osi y a teda aj napdtie Vy = Eb.

V ustalenom stave sa prispevky od elektrického pola zachytenych elektronov a externého magnetického pola
k Lorentzovej sile pdsobiacej na pridiace elektrény vykompenzujd. Inak povedané, bude platit —e (E - vB) =

"Druhti impulzovi vetu mozno pisat bud vzhladom na nejaky pevny bod, alebo vzhladom na tazisko. My sme zvolili druhy
pripad. Potom treba pouzit moment zotrva¢nosti vzhladom na zvoleny bod.
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0, ¢ize E = vB. Zostava nam vyjadrit vztah medzi prudom a rychlostou elektrénov. Ten je vsak trividlne
I = (—e) nbc (-v), kde n je objemova hustota volnych elektrénov, pre ktoru plati n = %. Spojenim tychto
vztahov dostavame pre Hallovo napitie vyraz

_ IBM,, (Au)
~ cepN,

a pre ¢iselné hodnoty zo zadania Vi =2,12- 10711 V.,

Mozeme predpokladat, ze vSetka praca, ktoru Adam vynalozil, sa premenila na rota¢nu kineticku ener-
giu Spekacika. Kineticku energiu rotujuceho telesa vieme vyjadrit ako

E= 1Ia)z,
2
kde I je moment zotrvac¢nosti daného telesa okolo osi, okolo ktorej toto teleso rotuje uhlovou rychlostou
w. Vyuzijeme, Ze moment zotrvacnosti telesa je aditivny: mozeme ho teda pocitat ako sucet momentov
zotrvacnosti jeho casti okolo tej istej osi. Rozlozme si teda $pekacik na Sest rovnakych casti s hmotnostou
m' = m/6 a podstavou v tvare rovnostranného trojuholnika s hranou dlzky a.

Obrazok 33.1: Rozklad spekdcika na trojboké hranoly a rozklad trojuholnika na podobné trojuhol-
niky

Teraz potrebujeme zistit moment zotrvacnosti tychto ¢asti okolo pévodnej osi $pekacika. Na to vieme pouzit
Steinerovu vetu, ktora nam hovori, Ze ak pozndme moment zotrvacnosti I telesa s hmotnostou M okolo osi
prechadzajucej cez jeho tazisko, potom moment zotrva¢nosti I’ okolo rovnobeznej osi vzdialenej r bude

I =Ip+ M~

My ale chceme poznat moment zotrvacnosti nasich Siestich casti okolo razna. Preto potrebujeme poznat
ich moment zotrva¢nosti okolo osi cez ich tazisko, rovnobeznej s raznom. Ozna¢me ho I». Aby sme ho
zistili, m6zeme pouzit rovnaky trik. Trojuholnikové kusky si rozlozime na $tyri mensie trojuholnikové kusy
s rovnakym tvarom. Tieto budti mat pochopitelne hmotnost §tvrtiny velkého trojuholnikového kusu a dizka
ich strany bude polovi¢na.

Vsimnime si, Ze maju rovnaky tvar, len iné rozmery ako pévodny trojuholnikovy kus (konkrétne $tvrtino-
va hmotnost a $tvrtinovi druhd mocninu strany), preto si vieme ich moment zotrvacnosti okolo ich osi
prechadzajucej cez ich tazisko (I, ) vyjadrit ako

1

INE —IA.

27 16

https://physics.naboj.org/ 34 info-sk@physics.naboj.org


https://physics.naboj.org/
mailto:info-sk@physics.naboj.org

Endngs 23. Fyzikdlny Naboj, 2020 Vzorové riesenia

Vzdialenost taziska vonkajsich troch malych trojuholnikov od taziska velkého trojuholnika bude rovna

V3

—d,
6

¢o vieme zistit pomocou Pytagorovej vety a faktu, Ze tazisko trojuholnika lezi v dvoch tretinach dlzky taznice
od vrcholu trojuholnika.

Potom si vieme vyjadrit I ako

odkial
1 3 3
I In +=m'—a?
ST 4% 47 36
a teda
1 1
In = —m'a®* = —ma?.
12 72

Moment zotrvacnosti skimanej deniny si teda vieme vyjadrit ako

1 1 (V3 1\ 1 1 5
I= 6(5111612 +<m (—a) ) = —ma’ + —ma* = —ma’.

6 3

A preto kineticka energia $pekacika ako aj praca potrebna na jeho roztocenie buda

5
W = E = —ma*w?.
24

Pre &iselné hodnoty zo zadania to je W~ 3.29-107*J.

Najprv sa zamyslime, ako by sme riesili klasickt zrazku hmotnych bodov... no predsa pomocou zacho-
vania energie a hybnosti! Tie mozeme samozrejme pouzit aj teraz, kedZze ide o elastické zrazky a na antény
neposobi ziadna vonkajsia sila.

Pred aj po zrazke budu teda rychlosti antén rovnako velké a navzdjom opacné. Oznacme si tato rychlost v.
Avsak navy$e budeme musiet siahnut aj po zakone zachovania momentu hybnosti. Na anténu pdsobi jedine
normalova sila od druhej antény, a ta ma nulovy moment okolo bodu dotyku. Preto sa aj celkovy moment
hybnosti ststavy okolo bodu dotyku zachova.

Naviac tato normalova sila posobi kolmo na tyce, a preto obe rychlosti tyci budi smerovat po tych istych
priamkach ako pred zrazkou. Rovnako aj uhlové rychlosti ty¢i w po zrazke budu rovnaké. Napi$me si teda
zachovania energie

1 1 1
2 (—mvé) =2 (—mv2 + —mszz)
2 2 12
a momentu hybnosti

L L 1 )
2|=mwy | =2|—-mv+ —mLw]|.
2 2 12
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Vyuzili sme, ze moment zotrvaénosti ty¢e okolo jej stredu je I = 5mL2. Presunieme prvy ¢len druhej strany
oboch rovnic dolava, predelime prvia rovnicu druhou a po chvilke pocitania zistime, Ze

V= > 1%
= "
Cas potrebny na vymenu antén by bez zrazky bol
d
TO = —
Vo
a novy cas teda bude
d d 6
Ty=—+—=-T,
2V0 2v 5

Ozna¢me si hladany odpor zapojenia R a prizrime sa lepsie Marcelovmu obvodu. V$imnime si, Ze
ho mdzeme zostavit z troch sériovo zapojenych rezistorov a dvoch nekonecne velkych blokov s odpormi R
paralelne pripojenymi k prvému a tretiemu rezistoru. Pre vysledny odpor takéhoto zapojenia plati

R-R

MR=2-
R+R

+ R.

Po drobnych tpravach dostdvame kvadratickd rovnicu
R?-2RR-R* =0,
ktorej rieSenim je
R =R+ V2R

Odpor musi byt nezaporny, preto zoberieme riesenie so znamienkom ,,+“ Hladany odpor Marcelovho za-
pojenia je teda

9%=(1+\/§)R~2414Q.

Ozna¢me plochu panvice S a jej vysku hy. To je zaroven aj vzdialenost pokrievky odo dna. Kapacita
prikrytej panvice je potom C = soh—so.

Po pripojeni na zdroj napitia U sa na pokrievke a na dne panvice nahromadi naboj velkosti Q = CU = %] .
Nabita platna okolo seba vytvara elektrické pole s intenzitou E = %,8 teda dno panvice vytvara vo svojom

okoli elektrické pole s intenzitou E = %

Pokrievka je nabita presne opa¢nym nabojom nez dno panvice, preto na niu pdsobi pritazliva elektrostaticka
sila, ktora posunie pokrievku do vzdialenosti h < hy odo dna. Ak v mieste pokrievky vytvara dno elektrické
pole s intenzitou E, velkost tejto elektrostatickej sily je

SQSU2
F=QE-= .
Q 2h?

Tym, Ze je vzduch vo vnutri panvice hermeticky uzavreny, je pokrievkou stla¢any, co sposobuje narast tlaku

’ . . 2 7Y . Y V. 7 7 b4
vo vnutri panvice o Ap = £ = 20- Stla¢anie vzduchu zapocalo okamzite po zopnuti spinaca a trvalo zlomok

D4 sa to ukdzat pouzitim Gaussovho zékona.
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sekundy, takze ho mozno povazovat za adiabatické. V takom pripade mozno pisat

poVo _pV,
T, T

poVs =pV*.

kdepO :Pm
V() = Sho,

_ &o U?
I
V = Sh.
Vylucenim objemu pre hladanti zmenu teploty dostdvame

80U2
AT=T- T() = [(1 + %) - 1] T().

Tu nardazame na problém. Vo vyraze pre zmenu teploty nam vystupuje neznama vzdialenost h. Ta mozno
urcit z rovnice adiabaty

bl = pi* + gh"‘z.

Problémom je, Ze takuto rovnicu nevieme riesit analyticky. Vyuzime v$ak to, Ze zadanie nam hovori, ze
posunutie pokrievky je len mikroskopické, preto dosadme za h = hy — Ah a vyuzime pribliZenie (1 +x)* ~
1 + ax platné pre malé x. Postupnymi Gpravami dostaneme

ol = pa (ho — AR)" + eozUz (ho— AR) 7 =
(. ARY U, AR\
-pbi(1-57) o (150
Ah SQUZ 2 Ah
Bphy (1 -—— |+ ——hy " (1-(%-2)—|;
paho( %h0)+ 5 hy ( (x )ho)
0~ —up,hy ' Ah + ghg‘z - (x-2) 802l]2 hy™ Ah;

&o U2h0

Ah = .
h 2uphl + (- 2) ggU?

Dosadenim ¢iselnych hodnot Tahko overime, Ze Ak ~ 1071 m << hy, takze mozno uvazovat h ~ hy. V takom

pripade
ATm[(1+802U2) —1]To.
2hip,

V tejto chvili sa zda, ze mame vyhraté, no neteSme sa predcasne. Ked sa pokusime nahadzat vyraz do kal-

2 . . > V7 v > 4 r
% je zrejme daleko mensi nez 1, a teda hladany narast
0

kulac¢ky, dostaneme AT = 0. Problém je, Ze vyraz
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teploty sa strati v zaokrtthlovacich chybach. Co s tym? Pouzijeme rovnaky trik ako pred chvilou a dostaneme

n—1 ggU?
n 2hip,

N
~N

0-
Po vy¢isleni AT ~ 2.3 - 10712 °C.

V prvom rade potrebujeme urcit geometriu paraboloidu. Najprv z ulohy vyli¢me uhlovy rozmer -
paraboloid je rotacné teleso a teda v tomto smere sa nemoze diat ni¢ zaujimavé. Zavedme si siradnicova
sustavu tak, aby os y bola totozna s osou symetrie a aby vrchol paraboloidu lezal na osi x, a pozrime sa na rez
rovinou z = 0:

R

Parabolu na reze mdzeme vSeobecne popisat rovnicou y = ax? pre nejaké a > 0. Okrem vrcholu pozname
suradnice bodu na okraji, kde musi platit
h=aR?
odkial vieme, Ze
h 05m
X =—=
R? 1m?

=0,5/m.

Teraz potrebujeme najst ohnisko paraboly. Tu mo6zZeme vyuzit viacero vlastnosti paraboly — napriklad tu,
ze véetky luce rovnobezné s osou musia po jednom odraze prejst prave cez ohnisko. Luc¢, ktory sa odrazi
prave pod uhlom 45° bude po odraze rovnobezny s osou x. Derivovanim alebo inou metddou zistime, ze
toto nastane prave pri odraze vo vyske 0,5 m, teda pri samom okraji zrkadla. Ohnisko paraboly sa teda bude
nachadzat vo vzdialenosti 0,5 m od vrchola.

A teraz fyzikalna cast ulohy. Ak si neuvedomime, Ze Slnko nie je bodovy zdroj, mohli by sme si mysliet, ze
paraboloid nam vsetky luce sustredi do lubovolne malej plosky, a teda sta¢i porovnat pomer ploch zrkadla a
telieska. Takéto rieSenie vak nie je fyzikalne mozné: Slnko bodovym zdrojom nie je, a navyse vypocet fahko
ukaze, ze vysledna teplota by bola omnoho vyssia, ako povrchova teplota Slnka, ¢im by sme porusili zdkony
termodynamiky.

Zamyslime sa, ¢o ,vidi“ teliesko pri pohlade do zrkadla, ak je namierené na Slnko. V kazdom bode zrkadla
sa bude odrazat cast povrchu Slnka s efektivnou teplotou T, = 5777 K. Teliesko teda ,,vidi“ Zeravy slnec-
ny povrch v priestorovom uhle 27, ¢ize polovici celého priestoru 47. Ak zanedbame absorpciu Ziarenia v
atmosfére, je to uplne to isté, ako keby sme teliesko polozili priamo k povrchu Slnka.’

Aké bude rovnovazna teplota? Tu mozeme spocitat zo Stefan-Boltzmannovho zdkona: ak by teliesko ,,videlo*
SInko vo vsetkych smeroch (priestorovom uhle 47), jeho rovnovazna teplota by musela byt rovnaka, ako

?Slnko tu povazujeme za gulu s dobre definovanym povrchom. Nie je to pravda, ale pre tcely tejto Glohy na tom nezélezi.
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teplota SInka. V nagej situdcii ziarenim prijima iba polovicu tohoto vykonu, vyzaruje vSak stale celym svojim
povrchom.

Podla Stefan-Boltzmannovho zékona teda na jednotku plochy prijima 0T Ziarivého vykonu, vyZaruje vsak
z oboch stran az 20T*. V rovnovaznom stave teda

| T\
oTg =20T* = T:(TQ) = 4860 K.

Pre poriadok...

...eSte musime overit, ¢i je teliesko naozaj mensie, ako plocha, do ktorej sa svetlo koncentruje. Bez zlozitého
kreslenia mozeme overit, Ze uhlova velkost telieska od vrchola paraboloidu je aspon o rdd mensia, ako uhlovy
rozmer Slnka. Lu¢, ktory prichadza z mierne iného smeru, ako je os paraboloidu, sa aj odrazi smerom radovo
rovnako odlisnym od smeru idealneho lac¢a. V kazdom bode telieska bude platit, Ze nan dopada Zziarenie z
celej plochy zrkadla.

Pre uplny poriadok...

...by sme mali e$te zapocitat malu ¢ast vykonu, ktoru teliesko dostava od Slnka priamo, bez odrazu od zrkad-
la. T4 je vSak oproti vykonu odrazenému od zrkadla zanedbatelna a sp6sobi zmenu vysledku iba o asi 0,026 K.

Uvazujme sféru s polomerom R a hmotnostou M a v nej volne sa pohybujtcu gulu s polomerom r a
hmotnostou m. Na popisanie pohybu takejto mechanickej sustavy je nevyhnutné zvolit si spravnu paramet-
rizéciu.

Obrazok 38.1: Parametrizdcia meléna

Pociatok suradnicovej sustavy polozme do bodu, v ktorom sa sféra dotyka podlozky v nevychylenom stave.
Potom vychylenie sféry mozno popisat uhlom @, ktory zviera spojnica jej stredu a bodu, ktory sa v nevychy-
lenom stave dotykal podlozky, so zvislym smerom. Ako kladny smer budeme povazovat smer proti chodu
hodinovych ruci¢iek. Potom pre suradnice taziska sféry v zavislosti na uhle ® plati

X = -RO;
Y=R.
S popisom polohy gule je to zlozitejsie. Nikaji sa nam dve moznosti. Tou jednoduchs$ou je popisat polohu

gule vzhladom na sféru — konkrétne mozeme zaviest uhol ¢, ktory zviera spojnica stredu sféry a bodu dotyku
gule a sféry so zvislym smerom. Tato volba je priamociara, ale danou za to je, Ze uhol ¢ sa viaze na sféru,
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a teda by sme prislusné pohybové rovnice pre gulu museli formulovat v neinercialnej sustave, o spravidla
byva zna¢ne komplikované.

Druhou moznostou je popisat polohu gule pomocou jej natocenia ¢ v laboratérnej sustave. Vdaka tomu
by sme si ulah¢ili pisanie pohybovych rovnic, no na druhej strane je takato parametrizacia tazko Citatelna a
priradit nejaky uhol konkrétnej polohe je znacne narocné.

Tento problém vyriesime priam Salamunsky: budeme pouzivat parametrizaciu uhlom ¢, ale rovnice budeme
napriek tomu formulovat v inercidlnej ststave, pricom tam, kde to bude treba, si pomo6zeme uhlom ¢. V
takejto parametrizacii st siradnice taziska gule vyjadrené ako'’

x=-R® + (R-r)sin¢;

y=R-(R-r)cos¢.

To vsak nevyhnutne znamend, Ze v istom momente budeme potrebovat najst prevod medzi uhlami ¢ a ¢.
Tak naco s tym zbytocne otalat? Urobme to hned!

>y

|

— l)
O T O

Obrazok 38.2: Odvodenie vztahu medzi uhlami

Tento prevod najdeme v troch krokoch. Za¢nime so sustavou v nevychylenom stave, t.,j. v stave, kedy vsetky
tri uhly st nulové,'! a prevedme ju postupne do stavu [®;¢], pricom budeme sledovat, ako to ovplyvni na-
tocenie gule v laboratérnej ststave ¢. Gula sa dotyka sféry a stéra podlozky v pociatku siradnicovej ststavy
0.

Teraz odgulajme sféru o uhol ® v kladnom smere (t.,j. dolava), pricom gulu drzme akoby prilepent k sfére.
Ich vzdjomny bod dotyku ozna¢me na sfére ako O’ a na guli ako O”. Najnizsi bod gule zase ozna¢me ako P.
V takom pripade sa obe, sféra i gula, otoc¢ia zhodne o uhol ®.

V druhom kroku odgulajme gulu po vnutri stéry do jej najnizsieho bodu. Podmienka nepresmykovania ho-
vori, ze dlzka obliku na sfére medzi bodmi O’ a novym bodom dotyku T'a dl7ka obliku na guli medzi bodmi
O’ a bodom dotyku musia byt rovnaké. Obluku na sfére zodpoveda uhol ®@. Nech Q je uhol zodpovedajuci
obliku na guli. Potom zrejme plati R® = r(), odkial Q = 2®. LenZze nds nezaujima uhol Q zodpovedaju-
ci obluku na guli, ale pootocenie gule v laboratérnej ststave.'” Na to nahliadneme tak, Ze sa pozrieme, do
akej polohy sa pri tomto odvalovani dostal niekdajsi najnizsi bod gule P, ktorého pévodné natocenie bolo
((). Z ol)arézka je zrejmé, ze je rovny Q) — @, preto pootocenie gule pri jej odvalovani do najnizsej polohy je
E-1)o.

%poloha stredu sféry plus poloha gule vzhladom na stred sféry

!1Zadanie sice hovori, ze gula je vychylend o uhol «, ale to nam teraz neprekdza. To sa odetri na zéver po¢iatoénymi podmien-
kami pri rieSeni ndjdenych diferencidlnych rovnic.

2To sa lii od Q, pretoze gula sa odvaluje po zakrivenom povrchu a nie po rovine.
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Poslednym krokom je odvalenie gule po sfére do polohy ¢. Ozna¢me si povodny bod dotyku gule so sférou
ako T’. Potom dl7ka obluku na sfére medzi bodom T a novym bodom dotyku gule a sféry musi byt rovnaka
ako dlzka oblika na guli medzi bodom T’ a novym bodom dotyku. Uhol zodpovedajtici obliiku na sfére je ¢.
Ak si ozna¢ime uhol zodpovedajuici obliku na guli ako w, tak zrejme plati R¢ = rw, odkial w = £¢. Nas ale
opit nezaujima priamo uhol w, ale pootocenie gule, ktoré je v tomto pripade dané uhlovym odklonom nie-

kdajsieho najnizsieho bodu gule T’ od zvislého smeru, a to je rovné ¢ — w, teda pootocenie gule v laboratornej
sustave zodpovedajuce jej odvaleniu do polohy ¢ je (1 - §) .

Konecene dajme dokopy vsetky tri pootocenia gule z jednotlivych krokov a dostaneme celkové natocenie

gule v laboratdrnej sustave
R R R R
=0+ |—=-1|D+|1-—|¢p=—D—-|—=-1]¢.
¢ +(T’ ) +( T)¢ r ( )(/5

Mg

-n

Obrazok 38.3: Sily posobiace na melon

V tomto momente mame to najtazsie za sebou a od teraz to bude uz len viac-menej priamociare uplatnenie
tyzikalnych zakonov. Za¢nime tym, Ze si vyznacime, aké sily v nasej mechanickej stustave posobia. Na gulu
su to tiazova sila mg, normalova sila od sféry n a trecia sila f. Na sféru st to zase tiazova sila Mg, normalova
a trecia sila od podlozky N a F a normalova a trecia sila od gule —n a —f. Jednotlivé sily si rozpiseme po
zlozkach:

mg = (0; —mg); Mg = (0; - Mg);
n=(-nsing;ncos¢p); N=(0;N);
f=(fcossfsing); F = (F0).
Teraz uz mozno podla druhého Newtonovho zdkona postupne pisat:'
mXx = fcos ¢ — nsin ¢
my = —mg + fsin ¢ + n cos ¢;
MX = F - fcos ¢ + nsin ¢;

MY = —Mg + N + fsin ¢ — ncos ¢.

BDve bodky nad premennou znadia jej druht ¢asovii derivaciu (v nasom pripade zrychlenie).
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Za zrychlenia na lavej strane mozno dosadit prislusné vyrazy ziskané dvojnasobnym zderivovanim podla
¢asu vztahov pre zavislost siradnic na uhloch. Dostaneme

m[-R® + (R~ r) cos §¢ — (R~ r) sin ¢¢ | = fcos ¢ — nsin ¢;
m[(R-r)singd+ (R—r) cos ¢¢’| = —mg + fsin¢ + ncos ¢;
~MR® = F - fcos ¢ + nsin ¢;
0= -Mg+ N+ fsin ¢ — ncos ¢.

Ak budeme uvazovat iba malé kmity, tak uhly, rychlosti a zrychlenia buda malé. Potom mozno uvedené
rovnice aproximovat do prvého radu, ¢im nadobudnu nasledovny tvar:

m[-RO+ (R~1)§] ~ f~ n¢;
0~ -mg+ fd + n;
~MR® ~ F - f+ n¢;

0~ -Mg+ N+ fo—n.

Z prvej rovnice dostdvame
f~ n¢>+m[—R<b+ (R—r)ib].
Kedze vSetky ¢leny na pravej strane su malé prvého radu, tak aj f samotné bude malé prvého radu, preto

¢len f¢ v druhej a $tvrtej rovnici bude maly druhého radu a mozno ho zanedbat. Potom z druhej rovnice
dostdvame

n~mg.
Tretia a $tvrtd rovnica nam umoznia dopocitat treciu a normalovu silu od podlozky, ¢o nam napriklad umoz-

nuje overit podmienku nepreSmykovania. To ale z dovodu tGspory miesta nebudeme robit. Uzito¢nou infor-
maciou vsak je, Ze podla $tvrtej rovnice s prihliadnutim na malost druhého radu vyrazu f¢ dostavame

Mg—-N+n=0.

Stale nam chybaju dve rovnice, nakolko aktualne mame ststavu styroch rovnic o $iestich neznamych. Tu
nam na pomoc prichadza druha impulzova veta, podla ktorej sa ¢asova zmena momentu hybnosti rovna vy-
slednému momentu sil. Najdime si preto momenty hybnosti gule a sféry a momenty pdsobiacich sil. Vsetky
momenty budeme pisat vzhladom na pevny pociatok siradnicovej stistavy. Vzhladom na to, ze uvazujeme
rovinny pohyb, nas budu zaujimat len ich z-ové zlozky, t.,j. zlozky vyskakujuce z papiera.

Za¢nime s momentmi hybnosti. Tie vypocitame ako sticet momentu hybnosti za rotaciu okolo taziska a
prispevku za pohyb taziska vzhladom na pociatok siradnicovej sustavy, ¢ize
L,=Jo+(rxp),,

kde J je moment zotrvac¢nosti telesa vzhladom na os prechadzajtcu taziskom, w je uhlova rychlost rotacie, r
je polohovy vektor taziska telesa a p je jeho hybnost. Dolny index znaci, ze uvazujeme len z-ovu zlozku. Pre
stéru dostavame

L, =J® + (-R) (-MR®) = (J+ MR*) D,
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kde J = MR? je moment zotrvacnosti sféry. Pre gulu zase mdme
I, =j¢+[-R®+ (R-r)sing]m(R-r)sin¢p - [R— (R-r)cos¢p] m[-R® + (R-r) cos $¢].

Tu vyuzijeme prevod medzi uhlami ¢ a ¢, ktory sme si odvodili na zaciatku a rovnicu aproximujeme do
druhého radu.'* Dostaneme

lzwj[§cb— (%— 1)(/5] +mrR® —mr (R-r) ¢ = (§+er)d>— [(5;— 1)j+mr(R—r)]qb,
kde j = 2mr? je moment zotrvacnosti gule.
Teraz najdime vysledné momenty sil. Na sféru posobi moment sily
M, = (-R®) (N—-Mg) + (-RD + Rsin¢) (—fsin¢p —ncos¢) — (R— RcosP) (—fcos¢p + nsing),
¢o v priblizeni do prvého radu dava
M, ~R(Mg—-N)® +Rn® - Rn¢ = R(Mg— N+ n) ®— Rng = —mgR¢.

[ —
0

Na gulu posobi zase moment
m, = [-RO + (R—r)sind] (-mg) + (—RD + Rsin¢) (fsin¢p + ncos¢) — (R - Rcos ) (fcos ¢ — nsin ¢)
a v priblizeni do prvého radu
m, ~ mgR® — mg(R—-r) ¢ — Rn® + Rnp = R(mg—n) ® + | R(n — mg) +mgr | ¢ = mgré.

~— ~—
0 0

Konec¢ne mdzeme napisat prisluné pohybové rovnice podla druhej vety impulzove;j

dcﬁz =M, = (J+MR*)D~-mgR¢;
dl, R .. R , .
™ = (?+er)d)—[(?—1)]+mr(R—r)]¢~mgr¢.

Dostali sme dvojicu previazanych linearnych diferencialnych rovnic, ktoré véak nie je problém vyriesit. Vy-
lacenim @ z rovnic dostaneme

[(I—:—l)j+mr(R—r)]<'/'5+mg|:(§]]:+§2)R+r]¢=0,

ktoru vieme prepisat do tvaru ¢+ w?¢ = 0, ¢o je rovnica linearneho harmonického oscilatora. Po siahodlhych
upravach mozno ndjst

PR j+mr2RZ+]'+MR2r2 .
R-r\J+MR? j+ mr?

4 Aproximécia do prvého rédu tentokrat nestal, pretoze prislusny vyraz budeme raz derivovat, ¢im sa znizi jeden réd malosti.
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678
35r

27 35r 35 R
T=—=2m1y/—-=2m [/ —— =0,397 s.
w 67 ¢ 134 g

Na zaver eSte poznamenajme, Ze z rovnic vyplyva, ze ® oc ¢. To znamena, ze aj uhol @ sa bude menit
harmonicky s presne rovnakou periédou. Odli$na bude len amplituda.

Vyuzijuc vztahy medzi veli¢inami dostavame w? = 222, ¢o vedie na periodu

Samozrejme, mohli by sme dopocitat presny predpis ¢asového vyvoja jednotlivych uhlov, ale toto potesenie
si odpustime. Jednak sa nas na to zadanie nepyta, no a dvak neprinieslo by to ni¢ zaujimavé. Koniec koncov,
aj tak su to len sinusovky a kosinusovky.

Zavedme si kartézsku stiradnicovu ststavu s poc¢iatkom v strede obruce. Uvazujme Ziarovku vychylend
v polohe [x; y] a ndjdime si potencidlnu energiu ulozent v pruzinkdch. Vzhladom na geometriu problému
bude jednoduchsie riesit ho v polarnych stradniciach.

Obrazok 39.1: Geometrickd analyza problému

Uvazujme pruzinky spajajuce ziarovku s elementom obruce dlzky dl so suradnicami [£; ] . Na tento element
je upnutych
d Rd¢ N

dN=N—=N——=—d¢
27R 2nR 2w

pruziniek.

Nech je element dostato¢ne maly. Potom sa javi ako rovinny a vsetky pruzinky nan upnuté s prakticky
rovnobezné. Tym padom je efektivna tuhost tychto pruziniek

K:de:N—kd¢
21
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a ich prispevok k potencialnej energii je

au= 23+ (5] 9

= N—: [(Rcos¢ —rcos)’ + (Rsin¢ — rsin go)z] d¢ =

1:71;[ +1° = 2Rr (cos ¢ cos ¢ + sin ¢ sin ) | dg
N R 2 aRrcos (¢ 9)] dg

4
Teraz potrebujeme scitat prispevky od vsetkych pruziniek. Ak uvazime, Ze pruziniek je dostatocne vela,

nedopustime sa velkej chyby, ked ich budeme povazovat za spojito rozlozené. Potom celkova potencialna
energia je

2 k
U:Off_ﬂ[R“rz—erCOS(sb—fP)]d‘P:

k k
{4\]71( +r2) i dqb—NRr/(; cos(¢p—¢)d¢ =
=%Nk(R2+rz).

Druhy integral je rovny nule, pretoze integrujeme funkciu kosinus cez jednu celt periédu.

Nas by ale viac zaujimalo, akou silou posobia pruzinky na ziarovku. Vieme, Ze sila je minus gradientom
potencialnej energie. V polarnych suradniciach ju vypocitame ako

B (aU 10U

Ew- ago) = (=Nkr;0).

Okamzite vidime, Ze sila posobi vzdy proti vychyleniu do stredu, teda je dostredivou silou. Pre velkost do-
stredivej sily plati

Z rovnosti sil dostavame

Pre ¢iselné hodnoty zo zadania v = 0,5 m/s.

Pozrime sa na maly element vody v tvare kvadra s plochou podstavy AS a vyskou Ah, ktory sa nachadza
vo vzdialenosti r od stredu (pozri 40.1). Pésobia nan tri sily:

« tiaZové sila F, od zvysku vody o velkosti p - Ah - AS - g smerujtica do stredu planéty,
« hydrostaticka tlakova sila F; stlpca nad nim, o velkosti p, - AS, taktiez smerujtica do stredu,

« a hydrostaticka tlakova sila F; o velkosti p; - AS, smerujtica od stredu planéty.
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Obrazok 40.1: Sily pdsobiace na maly element vody vo vzdialenosti r od stredu planéty

Vysledna sila ma teda velkost
F= PTAS _PLAS - pAI’lASg
v smere rastuceho r, ¢ize od stredu planéty.

V stave hydrostatickej rovnovahy sa na$ element nesmie hybat, a teda vysledna sila musi byt nulova. Po
vykrateni plochy podstavy elementu AS preto mozeme pisat

0=py—p—pghh = pr—p, = pghh. (40.1)

Plocha AS je nenulova, takZe nou moézeme obe strany rovnice vydelit. Rovnica 40.1 musi platit v ubovolne
malom objeme, takze ju mozeme prepisat do diferencialneho tvaru

dp = —pgdh.
alebo v nasom sféricky symetrickom pripade rovno

dp = —pgdr. (40.2)

Z rovnice vidiet, Ze tlak smerom do stredu rastie, a teda 100 kPa v strede planéty je maximalna mozna hodno-
ta. Pri takychto hodnotach tlaku mozeme hustotu vody povazovat za konstantnu. Velkost tiazového zrych-
lenia g konstantna nie je, zavisi v§ak iba od r. Ostdva ndm teda urcit priebeh g(r). To je celkom jednoduché,
pretoze stali uvazovat ¢ast hmoty, ktora je k tazisku blizsie ako r.!> Oznaéme si m(r) hmotnost ¢asti planéty,
ktora je k tazisku blizsie, ako r. Pre tiazové zrychlenie potom bude platit

Gm(r) _ Ginr’p _ 4Gmpr

. . 3 (40.3)

g(r) =

L Vyplyva to z Gaussovho zdkona pre gravitaéné pole.
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Ostava nam to zintegrovat od povrchu az po stred planéty. Okrajova podmienka na povrchu (r = R) je zjavne
p(R) =0, takze budeme pocitat

p(0) = p(R) - [ pg(r)ar

R
p(0) =0+ gnsz frdr,

0
2 22
p(0) = S7GPR.

Odtial uz iba vyjadrime R a dosadime za p a dostavame vysledok

R=y/—P  :26755m =27 km.
2nGp?
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Vysledky

—Sw=-0,44
1,06-107# N

Tnin = Tmax = 60 °C
1,5m

2 ugh = 0,83 ugh
0,6 mm

90 km

= I o] Lo e ][

1
- =16,7%
6

<

67,5°

e

i

Ny

10| 18 km/h

11| 341,14 mm

11
12] —ap = 65,5 kg/m?
1687 g/m

R
13 [o, 5], resp. & =500 Q)
~ 8,87 m/s

15 R 5-3v2 252\/5_1~2,5min
% v V241

116/ 0]

w
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Di6dy 1, 3,6,8,9,10, 11, 13, 14 a 15.

\gd ~ 6,26 m/s

83
1 7 . > I 7
s (1 + \/; ) = 52,72° resp. 307,28°. Uzndvajte lubovolny z vysledkov.
3-V3
V3 31,7%
4
2d
=20s
acos ¢

N
53]

w (%3] N N N [\ N N
p— (=} \O (e} A\ [=)) (3}

2,38 m. Uznajte aj vysledky v rozpdti 2,35 - 2,41 m.

=

16m rad/s = 50,3 rad/s

20199 km

492700 rokov, uznajte vysledky lisiace sa o menej ako 5730 rokov.
159 cm

4k; resp. hladany podiel je 4,0

inRio ~7.854-107° kgm?

740 kg

220,81

201

_ IBM,, (Au)

~2,12-10°1V
cepNy

W
N

W
w

5
—matw? ~3.29-107*]
24

w
N
gl O\
1l
[a—
[\

(1+V2)R~2414 Q

2.3-10712°C

W
=)

W
)]

W
N

4860 K
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2 [ 58 % 0,397 s

r\/%k:O,Sm/s
27 km
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